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Vorwort

Diese Arbeit handelt iiber faszinierende Mengen in Polarrdumen. Diesen schénen
Namen haben sich John Bamberg, Maska Law und Tim Pentilla ausgedacht.
Natiirlich auf Englisch, wo es dann ,Intriguing Sets“ heifit*. Der Begriff weckt
bei manchen meiner Bekannten Assoziationen zu romantischen Schneelandschaf-
ten oder Speiseeis in einer Tiefkiihltruhe.Zwar haben diese Vergleiche, wenig
iiberraschend, durchweg nichts mit dem Thema dieser Arbeit zu tun, doch zeigen
sie auch, wie schon man mathematische Objekte benennen kann.

Ob faszinierende Mengen nicht nur schén sind, sondern auch eine praktische
Anwendung haben, ist mir zum jetzigen Zeitpunkt nicht bekannt. Generell lassen
sich aber zu Objekten der endlichen Geometrie Anwendungen finden, so z.B.
in der Spieltheorie, der Codierungstheorie oder der theoretischen Physik!. Es
erscheint also plausibel, dass dies auch fiir Intriguing Sets moglich ist.

Die verwendete Mathematik selbst ist sehr vielfdltig und deckt verschiedenste
Aspekte ab, unter denen man Polarrdume betrachten kann. Im Folgenden wer-
den kurz die einzelnen Inhalte der Kapitel und Unterabschnitte vorgestellt. Im
Anhang findet sich eine mehr technische Auflistung dessen, was inhaltlich neu
ist.

Kapitel [1] soll die Notation kldren. Es werden projektive Rdume, Polarrdume
und stark reguldre Graphen kurz eingefiihrt. Ein Spezialfall von faszinierenden
Mengen, maximalen Cliquen und Cocliquen, werden vorgestellt — auch, um etwas
iiber die Geschichte von faszinierenden Mengen zu sagen.

In Kapitel 2l werden (gewichtete) faszinierende Mengen, m-Ovoide und z-Tight
Sets, als Extremalstrukturen von stark reguldaren Graphen — in dieser Form neu
— motiviert und definiert. Zudem werden eine Reihe von allgemeinen Aussagen
bewiesen und Beispiele angegeben. Hervorzuheben ist das in dieser Allgemeinheit
neue Beispiel 2.2.6] Das Kapitel schlieft mit dem Vorstellen einiger speziellen
stark reguldrer Graphen, wobei der Schwerpunkt auf Polarrdume gelegt wird.

Kapitel |3| das bei weitem umfangreichste Kapitel, stellt eine groe Menge an
Konstruktionen fiir Intriguing Sets vor. Abschnitt stellt einfache Konstruk-
tionen vor und definiert das Konzept der Irreduzibilitdt. Abschnitt nutzt

erstmals die Struktur der Polarrdume aus. Es wird gezeigt, wie Hyperebenen-

*Ich verwende in der Arbeit durchgehend die englische Bezeichnung,.
TSiehe [20], [8] und [19].
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schnitte und natiirliche Einbettungen von Polarrdumen iiber dem selben Kérper
Intriguing Sets liefern. Abschnitt listet mit Beweis einige Beispiele fiir faszi-
nierende Menge auf, die man direkt als Bahn einer Gruppe erhélt. Abschnitt
fithrt umfangreich vor, was Korperreduktionen mit Polarrdumen machen, um so
neue Intriguing Sets zu erhalten. Insbesondere wird ein Fehler in [I5] korrigiert.
In Abschnitt werden m-Systems eingefiithrt und es wird gezeigt, dass diese —
und damit sémtliche Literatur {iber m-Systems — m-Ovoide liefern. Abschnitt
greift eine allgemeine Konstruktion aus auf, um ein mit Linda Beukemann ent-
decktes generisches Konstruktionsverfahren fiir bestimmte, vergleichsweise kleine
irreduzible Tight Sets anzugeben.

Kapitel 4] wendet sich nun Nicht-
existenzresultaten fiir faszinierende
Mengen zu. In und wird das
Nichtexistenzresultat aus [4] fiir m-
Ovoid in bestimmten Polarrdumen
nach meiner Kenntnis zum ers-
ten Mal am Stiick und ausfiihrlich
aufgeschrieben. Abschnitt wird
ein Nichtexistenzresultat aus [24]
fiir kleine x-Tight Sets in Q*(5,q)
auf nicht-negativ gewichtete x-Tight

Sets verallgemeinert.

Bedanken mochte ich mich bei

Klaus Metsch fiir die hervorragen-

Abbildung 0.1: Ovoid und Tight Set in Q1 (3,2).

de Betreuung der Arbeit, der sowohl

freundlich auf Ungenauigkeiten hinwies, als auch meine zeitweise etwas gehduften
Tippfehler in den Entwiirfen der Arbeit aushielt. Bedanken méchte ich mich eben-
so bei Linda Beukemann fiir ihren gelegentlichen Rat* und sowohl Linda als auch
Thomas Schwarzpaul dafiir, dass ich in ihrem Zimmer arbeiten durfte. Bastian
Dorig danke ich fiir das kritische und unaufgeforderte Korrekturlesen der Arbeit.
Letztendlich mochte ich mich zum Schluss meines Studiums bei meiner Familie

fiir ihre Unterstiitzung bedanken.

*Sowie Abschnitt |3.6
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1 Einfiihrung

Im Folgenden sollen kurz grundlegende Begriffe und Notationen vorgestellt wer-
den, die in dieser Arbeit verwendet werden. Die Darstellung der ersten beiden
Abschnitte basiert auf [22], [23] und [10]. Dort finden sich auch weitere Quellen
und detailliertere Ausfithrungen. Die Aussagen des dritten Abschnitts finden sich
z.B. ausfiihrlicher in [9] (Kapitel 1 und 2) oder den im Abschnitt selbst genannten
Quellen.

1.1 Projektive Raume

Definition 1.1.1 (nach [22]). Fine Inzidenzstruktur ist ein Tripel (P,G,I)
von Mengen P,G und einer Relation I C P NG mit PNG = (. Die Elemente
von P heifien meist Punkte und die Elemente von G meist Geraden. Fine
Inzidenzstruktur heiffit endlich, falls P und G endlich sind.

Gilt P I g fiir einen Punkt P und eine Gerade g, so sind P und ¢ inzident.
Man sagt auch, g trifft P oder P liegt auf g. Zwei Inzidenzstrukturen (P, G, I)
und (P’,G’, I') heiBen isomorph, falls bijektive Abbildungen a : P — P’ und
5 : G — G existieren, fiir die fiir alle P € P und g € G gilt:

PIlg & PI4°

Definition 1.1.2. Fine Inzidenzstruktur heifst projektiver Raum, falls gilt:

(PR1) Zwei verschiedene Punkte P und @ sind durch genau eine Gerade { ver-

bunden.

(PR2) Seien g1 und go zwei verschiedene Geraden, die sich in einem Punkt P
treffen. Sind hy und hy zwei Geraden, die g1 und gs treffen, aber nicht durch
P gehen, so treffen sich hy und ho.

(PR3) Jede Gerade hat mindestens drei Punkte. Es gibt drei Punkte, die nicht

zusammen auf einer Geraden liegen.



1.1. Projektive Rdume

Bezeichne im folgenden die Dimension eines Vektorraums als Rang, da der
Begriff Dimension fiir den projektiven Raum verwendet wird. Ein Vektorraum V'

liefert ein Beispiel fiir einen projektiven Raum P(V'), indem man

P = {U ist Unterraum von V' | Rang(U) = 1}
G = {U ist Unterraum von V' | Rang(U) = 2}
PlgsPCg

fir P € P und g € G setzt. Die Dimension von P(V) wird um eins kleiner als
der Rang von V' definiert. Eine Teilmenge P’ von P heifit Unterraum von P der
Dimension d, falls P’ die Menge der Unterraume mit Rang 1 eines Unterraums mit
Rang d+ 1 von V ist. Beachte, dass entsprechend die leere Menge Dimension —1
hat. Eine Menge von Punkten heifit kollinear, wenn sie auf einer gemeinsamen
Gerade liegen.

Fiir Unterrdume Uy, Us, . .., Uy von P(V) bezeichnet (U, Us, ..., U) den Un-
terraum P ((Uy, Us, ..., Uy)). Dies wird gelegentlich mit U,Us . .. Uy abgekiirzt.

Fiir endlichdimensionale projektive Raume gilt fiir zwei Unterrdume U und W

die Dimensionsformel
dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Analog zu Faktorrdumen von Vektorrdumen werden zu zwei Unterrdumen U
und W mit W C U die Quotientengeometrie U/W definiert, die ein projektiver
Raum der Dimension dim(U) — dim(W') — 1 ist.

Ein Kegel C' mit Spitze S mit S Unterraum und einer Basis B aus Punkten
ist die Menge

C = U (P,S).
PeB
An Stelle des Kegels C' betrachtet man auch oft die Quotientengeometrie C'/S.
In dieser Arbeit interessieren nur projektive Rdume iiber endlichen Vektor-
raumen. Der projektive Raum der Dimension n iiber dem Korper GF(gq) wird
mit PG(n, ¢) bezeichnet.
Der Vektorraum von n+ 1 iiber GF(g) hat ¢"™' — 1 Vektoren v # 0. Von diesen

Vektoren spannen jeweils ¢ — 1 denselben eindimensionalen Vektorraum auf. Der

8 Kapitel 1. Einfithrung



1.2. Polarrdume & Quadriken

projektive Raum PG(n, ¢) hat also

qn+1 -1

0l = —
qg—1

n

=¢"+q¢" ' +.. . +q+1

Punkte. Setze 7, = 0. Ist ¢ aus dem Kontext klar, wird #2 auch mit 6,, abgekiirzt.
Fir a > b mit a,b € N gilt

qaibeb +0u—p—1 = qaib(qb + qbil + ...+ 1) +04_p_1
="+ ¢+ A"+ 00y = b,

Zum Rechnen mit 6, ist die hieraus resultierende Gleichung
‘ga = qa—bgb + ea—b—l
gelegentlich niitzlich. Ebenso gilt fiir e € N

“ pa _ pa
‘gaflgefl - Qaefl‘

1.2 Polarrdaume & Quadriken

Eine Korrelation o von PG(n,q) mit n > 2 ist eine Permutation der Menge

aller Unterrdume von PG(n, ¢) mit
UCV— VecCuye

fiir Unterrdume U und V. Eine Polaritit ist eine Korrelation, die o = id erfiillt.

Ein Unterraum U liegt in einer Polaritét, d.h. er ist total isotrop, falls U C U“
gilt. Er heilt anisotrop, falls UNU® leer ist. Der Unterraum U heifit Erzeuger,
wenn er total isotrop und maximal ist. Man kann zeigen, dass alle Erzeuger die
gleiche Dimension haben. Die Menge der Erzeuger eines Polarraums P wird mit
Y.IP bezeichnet.

Der Unterraum V' steht senkrecht auf U, falls V' C U® gilt. Fiir gewohnlich
schreibt man L statt a. Es gilt

Uenve = (UV)°

Kapitel 1. Einfiihrung 9



1.2. Polarrdume & Quadriken

und
Unv)*=vuve.

Eine Polaritat von PG(n,q) ldsst sich durch eine reflexive o-Sesquilinear-
form s beschreiben, wobei ¢ ein Automorphismus von GF(q) ist. Eine o-Sesqui-

linearform ist eine Abbildung V' x V' — GF(gq) mit den Eigenschaften

s(kv,lw) = ks(v,w)l° und

s(v+v,w+w) =s(v,w) + s(v,w) + s(v,w) + s, w).

Die Form s heifit reflexiv, wenn s(v, w) = 0 dquivalent zu s(w,v) = 0 ist.

Eine Sesquilinearform lésst sich wiederum durch eine (n + 1) x (n + 1)-Matrix
A = (a;;) und einen zugehorigen Automorphismus o beschreiben, indem man
a;; = s(v;,v;) fiir eine Basis {vo,...,v,} setzt. Dann liegt ein Punkt (v) von

PG(n, q) in einer Polaritdt P genau dann, wenn

v Av” =0
bzw. s(v,v) = 0 gilt und zwei Punkt (v), (w) stehen genau dann senkrecht
aufeinander, wenn

wtAv? =0

bzw. s(v,w) = 0 gilt. Eine Form heifit ausgeartet, wenn ein Punkt existiert,
der auf allen anderen Punkten des projektiven Raums senkrecht steht. Der Un-
terraum, der auf einem Punkt U senkrecht steht, wird mit U+ bezeichnet. Eine
Hyperebene heifit ausgeartet, wenn sie der Senkrechtraum eines Punktes ist.
Ansonsten heifit sie nicht-ausgeartet.

Es gibt vier wichtige Eigenschaften von o-Sesquilinearformen. Gilt fiir alle

v,weV
e 0 =1und s(v,w) = s(w,v), so ist s symmetrisch.
e 0 =1und s(v,w) = —s(w,v), so ist s schiefsymmetrisch.

e 0 =1und s(v,v) =0, so ist s symplektisch.

10 Kapitel 1. Einfithrung



1.2. Polarrdume & Quadriken

e 0#1=0%und s(v,w) = s(w,v)?, so ist s hermitesch.

Die Darstellungsmatrizen der Formen sind jeweils symmetrisch, schiefsymme-
trisch, symplektisch bzw. hermitesch. Wegen 0 = s(v+w, v+w) = s(v, w)+s(w,v)
ist jede symplektische Form auch schiefsymmetrisch. Umgekehrt ist jede schief-
symmetrische Form symplektisch, falls die Charakteristik des zugrundeliegenden
Korpers ungleich 2 ist, da dann aus s(v,v) = —s(v,v) die Gleichung s(v,v) =0
folgt.

Man beachte, dass s symmetrisch, schiefsymmetrisch oder hermitesch jeweils
s reflexiv impliziert, da aus 0 = s(v,w) = s(w,v), 0 = s(v,w) = —s(w,v) und
0= s(v,w) = s(w,v)? jeweils s(w,v) = 0 folgt.

Man kann zeigen, dass jede Polaritdt durch eine symmetrische, schiefsymme-
trische oder hermitesche Form s dargestellt werden kann.

Ist s symplektisch, so ist n ungerade und man bezeichnet die zugehorige sym-
plektische Polaritat mit W(2r — 1,¢q) fiir n = 2r + 1. Erzeuger haben den Rang

r und bzgl. einer geeigneten Basis {vy,...,v,} gilt

S(Z Tivi, Z yivi) = (Zoy1 — 21y0) + - - + (Ta—1Ya — TaYa-1).

Offensichtlich ist jeder Punkt des projektiven Raums, in dem die Polaritét lebt,
total isotrop.

Ist s hermitesch, so bezeichnet man die zugehorige Polaritat mit H(n, q) bzw.
H(2r —1,q) und H(2r,q), wobei ¢ ein Quadrat ist. Erzeuger haben den Rang r

und bzgl. einer geeigneten Basis {vy, ..., v,} gilt

SO wvi, Y yivi) = woyl + . + 2yl

Ein Unterraum von PG(n, ¢) ist genau dann total isotrop, wenn alle seine Punkte
zu H(n,q) gehéren. Eine Gerade trifft H(n, q) entweder in 0, 1, \/g+1 oder ¢+ 1
Punkten. In PG(2, ¢) entspricht H (2, q) einer Baerunterebene.

Es fehlen noch die Quadriken Q" (2r — 1,q), Q(2r,¢) und Q~(2r + 1,q), die
mit Ausnahme von Q(2r,q) fiir gerade ¢ die zu symmetrischen s gehérenden Po-
laritdten sind. Geraden schneiden die Quadriken in 0,1,2 oder ¢ + 1 Punkten.
Quadriken werden durch quadratische Formen Q, : GF(q)"*' — GF(q) beschrie-
ben (d.h. fir A\ € GF(q) gilt QXA = M\?Q, uns es gibt eine begleitende Bilinear,
so dass fiir alle v,w € GF(q)"™ gilt: Q.(v+ w) = Qx(v) + Qu(w) — 2x(v,w).).

Kapitel 1. Einfiihrung 11



1.3. Stark regulidre Graphen

Die Formen koénnen wie folgt gewéhlt werden:

® xor + Toxz + ... + Ty 12, fiir QT (n,q).

o 12+ axgry + cx? + 1wz + ... + 111, fiir Q7 (n,q), wobei 2% + ax + ¢ ein

tiber GF(q) irreduzibles Polynom ist.
o 2+ rimy+ ...+ 2y 11, fiir Q(n,q).

Sei P eine Polaritiit in PG(n, q). Ist P € P, so ist P+ NP ein Kegel mit P als
Spitze und einem Polarraum vom selben Typ wie P in PG(n — 2, ¢) als Basis. Zu-
dem kennt man die Schnittzahlen der Tangenten und Sekanten der verschiedenen
Polarrdume. Per Induktion ermoglicht dies die Anzahl der Punkte und Erzeuger
eines Polarraums zu berechnen:

Der W (1,q) hat ¢ + 1 Erzeuger. Zu zeigen ist [SW(2r — 1)| = (¢ + 1)(¢* +
1)...(¢"+1). Der W(2r —1, q) hat 5,1 Punkte. Ein Erzeuger von W (2r — 1, ¢)
enthélt 0,_; Punkte und jeder Punkt liegt auf |XW (2r — 3, ¢)| Erzeugern. Dies
liefert die Behauptung:

|IXW(2r —1,q)| = 0o 1|ZW (2r — 3,9)|/0,—1 = (¢" + 1)|XW(2r — 3,q)]|.

Analog kann man diese Zahlen fiir die anderen Polarrdume berechnen. In
finden sich die entsprechenden Zahlen. Fiir eine Herleitung sei auf die genannten

Quellen verwiesen.

1.3 Stark reguldre Graphen

Ein Graph I' = (V| ~) ist eine Tupel, das aus einer Knotenmenge V' und einer
Kantenmenge ~C V x V besteht. Zwei Knoten z,y heiflen benachbart oder
adjazent (auch: z ist der Nachbar von y), wenn (z,y) €~ gilt. Der Abstand
d(z,y) von zwei Knoten x und y ist als die minimale Anzahl an Kanten der
Form (x, 1), (a1, a2), ..., (a4, y) definiert. Ein Graph heifit ungerichtet, wenn

x ~ 1y =y ~ x fiir alle Knoten z,y des Graphens gilt.

12 Kapitel 1. Einfithrung



1.3. Stark reguléire Graphen

Fiir diese Arbeit sind stark reguldre Graphen von Interesse. Ein stark re-
guldrer Graph mit Parametern (N, k, A\, 1) ist ein ungerichteter Graph, fiir den
gilt:

e |V]| =N, d.h. es gibt N Knoten.

e Jeder Knoten hat & Nachbarn.

e Zwei benachbarte Knoten haben A gemeinsame Nachbarn.

e Zwei nicht benachbarte Knoten haben p gemeinsame Nachbarn.
Bezeichne mit I'(x) die Nachbarn von z in T.

Lemma 1.3.1. Fir einen stark requldren Graphen mit den Parametern
(N, kX ) gilt

k(k—XA—1)= (N —k— 1)

Beweis. Zahle Knotenpaare (z,y) € V X V mit x € I'(z) und y ¢ I'(z) U {z} fiir
einen festen Knoten z. Es gibt & Moglichkeiten, x zu wéahlen. Fiir y verbleiben
dann |T'(z) \ (I'(2) U{z})| = k— X —1 Moglichkeiten. Umgekehrt gibt es N —k —1
Moéglichkeiten, eine nicht mit z benachbarten Knoten zu wahlen. Dann verbleiben

1 Moglichkeiten, einen gemeinsamen Nachbarn von y und z zu wéhlen. O]
Hat der I' die Knotenmenge 1, s, ..., x5y, kann man die N x N Adjazenz-

matrix (a;;) = A des Graphen I" mit

1, falls z;, x; adjazent.

aij =
0 sonst.

betrachten. In A? entspricht dann der (i, j)-te Eintrag der Anzahl der Knoten,
die mit z; und z; adjazent sind. Dabei treten nach der Definition eines stark

reguldren Graphen drei Fille auf:
e ; = j: mit x; sind £ Knoten adjazent.
e i # j, x;,x; adjazent: A gemeinsame Nachbarn.

® i # j, x;, x; nicht adjazent: 1 gemeinsame Nachbarn.

Kapitel 1. Einfiihrung 13



1.3. Stark regulidre Graphen

Bezeichnet J die N x N-Matrix, fiir die jeder Eintrag 1 ist, so gilt also
A2 =kE+ M+ pu(J — E - A)
bzw.
A= (k—pwE+\—p)A+ul (1.3.2)

Ist 7 der Vektor mit jedem Eintrag 1, so folgt daraus, dass jeder Knoten k& Nach-
barn hat, die Gleichung

erfiillt und damit j ist ein Eigenvektor von A. Die Matrix A ist symmetrisch und
somit diagonalisierbar. Jeder weitere Eigenvektor von A steht damit auf j und

damit J senkrecht. Dies liefert fiir weitere Eigenwerte p von A die Bedingung

p’=(k—p)+ (= pp.

Diese Gleichung liefert als Eigenwerte e, e~ von I' mit e™ > 0 > e~ die Werte

et e = % (()\—uj:\/()\—u)2+4(k—,u)> :
Nun gilt
(A—e"E)(A—e E)=aJ
fiir ein a.. Dies liefert zusammen mit die Gleichung
—ete B4 (e +eNA+al =A2=(k—p)E+ (A —p)A+ ul.

Es folgt a = p sowie

ete-=p—kundet +e =A—pu (1.3.3)

14 Kapitel 1. Einfithrung



1.3. Stark reguléire Graphen

Damit folgt

(k—et)k—e )=k —k(e"+e ) +et +e
=k —kA—p)+p—k
=k(k—X—1)4+ pu(l —k) = uN.

Also gilt
Np=(k—e)(k—e").
Haben e~ und et die Vielfachheiten f~ und f, so gilt

N=f"+f"+1
0=Spur(A) =k + ftet + fe

und hiermit lassen sich, da /(1 — A\)%2 4+ 4(k — p) > 0 gilt, f™ und f~ berechnen:

f+>f_:%<n—1:|: (n—=1)(p—A) -2k )

V= NF Ak — )

Da f* und f~ natiirliche Zahlen sind, liefert diese Gleichung Bedingungen an
n,k, A und p. Ebenso ldsst sich durch eine elementare Rechnung zeigen, dass e
und e~ ebenso ganze Zahlen sind, falls (n — 1)(u — ) — 2k # 0 gilt.

Gilt hingegen (n—1)(u— ) —2k = 0, so handelt es sich um einen so genannten

Konferenzgraphen. Diese Gleichung lésst sich zu
2k
n=14+——>1+k
= A

umstellen, was 0 < p— A < 2 zeigt. Es gilt also 4 — A = 1. Damit hat der Graph
die Parameter A = p— 1, k = 2p und n = 4 + 1. Van Lint und Seidel zeigten
1966 fiir solche Graphen, dass die Anzahl ihrer Knoten n die Summe von zwei
Quadratzahlen sein muss. Eine einfache Rechnung zeigt, dass e™ und e~ in diesem
Fall nur dann ganzzahlig sind, falls n ungerade und ein Quadrat ist. Die Existenz
dieser Graphen héngt mit der Existenz von Hadamardmatrizen ab (siehe [6]).
Eine Clique ist eine Knotenmenge 7, in der jeder Knoten mit jedem anderen

Knoten aus 7 adjazent ist. Eine Clique 7 heifit Maximumsclique, wenn fiir jede

Kapitel 1. Einfiihrung 15



1.3. Stark regulidre Graphen

Clique 7" des Graphens |7”| < |7 gilt. Eine Clique heifit a-regulir, wenn jeder
Knoten nicht aus 7 mit genau o Knoten aus 7 adjazent ist. In [25] (und auch
hier in Kapitel ) wird gezeigt, dass fiir a-regulidre Cliquen folgende Aussage
gilt:

Lemma 1.3.4. Sei T eine a-regulire Clique eines stark requldren Graphen. Dann

gilt
T|=1—-k/e”

und

Zudem ist T eine Maximumsclique.

Eine Coclique ist eine Knotenmenge O paarweiser nicht-adjazenter Knoten.
Eine Coclique heifit Maximumscoclique, falls keine Coclique des Graphen gro-
Ber als sie ist. Eine Coclique heiffit a-regulédr, wenn jeder Knoten nicht aus O
mit genau a Knoten aus O adjazent ist. Nun gilt nach [6], S. 91, (und auch hier

in Kapitel [2) analog zum vorhergehenden Lemma

Lemma 1.3.5. Sei O eine a-requlire Coclique eines stark reguldren Graphen.

Dann gilt

—Ne~
SN

und

Die beiden erwédhnten Lemmata sind auch als Hoffmanschranke bekannt. Diese
Arbeit stellt eine Verallgemeinerung von reguliaren Cliquen und regulidren Cocli-
quen in Polarrdumen vor. Der Spezialfall der Hoffmanschranke wird im Folgenden

nebenbei bewiesen.

*Die Quelle [25] hat wie einige andere Quellen (u.a.) die Funktion, einen historischen Kon-
text fiir das Thema der Arbeit zu geben. Solche Veroffentlichungen zu Cliquen und Cocliquen
finden sich gehduft Anfang der 1980er.
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2 Elementare Eigenschaften der Intriguing Sets

Dieser Abschnitt soll den Begriff der Intriguing Sets einfiihren und motivieren. In
Abschnitt werden Knotenmengen M stark reguldrer Graphen betrachtet.
Es ldsst sich fiir die durchschnittliche Anzahl der in M adjazenten Knoten eine
obere und eine untere Schranke finden. Die Knotenmengen, die diese Schranke
annehmen, motivieren in Abschnitt die Definition von Intriguing Sets. Letzt-
endlich werden in Abschnitt bestimmte Intriguing Sets vorgestellt.

2.1 Knotenmengen stark reguldrer Graphen

Sei I' = (V,~) ein stark reguldrer Graph mit den Parametern (N, k, A, 1) und
A € CVN seine Adjazenzmatrix. Sei f : V — R. Wir betrachten die Menge

M ={v eV | f(v) #0}. Bezeichne a ==Y _, f(v)*> und ¢ :== (3, f(v)) /N.
Seien e™ und e~ die beiden Eigenwerte von A mit et,e” # k und et >0 > e,

Wenn VY = (), V™ und V"~ die Eigenriume zu den Eigenwerten k, e* und e~

sind, kann man schreiben

CN=V'aeVvteVv .
Betrachte f im Folgenden als Vektor von CV.
Satz 2.1.1. Es gilt:

(a)

ANk +(a—c*Ne™ < Z f(@)fy) < Nk +(a—c*N)et

(z,y)eM
T~y

(b) Gleichheit auf einer Seite von (a) gilt genau dann, wenn es ein b € R gibt,
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2.1. Knotenmengen stark reguldrer Graphen

so dass fiir alle x € V

> ) =efla)+b

yeM
Y~z

gilt. Zudem ist b = c(k — e°) fire € {—,+}.

(c) Gleichheit auf der linken bzw. rechten Seite von (a) gilt genau dann, wenn

einb € C und ein v € VE mit e = — bzw. € = + existiert mit

Af =ev" +bj € VP @ Ve,

bN
(d) Ist f e VOV, s0 gilt (f,j) = Nc= o mit b wie in (b) und (c).
_65

Beweis. Betrachtet man f als Vektor von M, so kann man f schreiben als f =
dj+vT+ov” mitvt € VT und v € V'~ sowie ¢ € R. Bezeichne den i-ten Eintrag
eines Vektors v mit v;. Dav™ und vt auf j senkrecht stehen, ist Y vt = >" v, = 0.

Wegen > f; = cN ist ¢ = c.
Entsprechend folgt

a=fF=ff=clP+ 0P+ P =N 0P+ o
Also ist [vT]2 + [v7]? = a — 2N. Auch gilt

S f@)f(y) = fLAf = FjtAj + o AvT 4o Av”

(z,y)eM
T~y

=Nk +etot > +e v |

Aus |v|? > 0 fiir € € {—, +} folgen (a) und (c).
Zu (b): Sei nun die Schranke auf einer Seite mit Gleichheit erfiillt, also f =
¢j +v. Dann gilt

Af = Alcj +v°) = e f + c(k — e)j.

Andererseits erfiillt > yem f(y) genau dann die Gleichung in (b), wenn es ein

y~z
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2.1. Knotenmengen stark reguldrer Graphen

b gibt mit
Af = e f + bj.
Der Vektor (e — k) f + bj ist dann ein Eigenvektor zum Eigenwert e, denn

A((ef —k)f +bj) = e (e — k) f + (e — k)bj + bkj
— (e — K)f +bjl.

Gibt es also ein solches b, folgt daraus, dass v in (V) fiir ein € liegt und somit
nach (c) die Gleichung erfiillt. Damit gilt (b).
Es ist (e — k) f + bj € V¢, also gilt
0=((e"=k)f +0j,j) = ("= k)(f,J) + bN.
Es folgt (d):

bN

_66'

(f.9) = 7
[l

Ist f(V) C {0,1}, so ist f die charakteristische Funktion einer Menge
M. Dann gilt insbesondere a = ¢N. Wenn aber a = c¢N gilt, vereinfacht sich
die Ungleichung in Satz [2.1.1} Falls Bild(f) C Z gilt, ist die Bedingung a = ¢N

dquivalent zu f ungewichtet.

Korollar 2.1.2. Ist a = ¢N, so gilt
(a)

a’k+a(N —a)e” < NZf(x)f(y) < a*k+a(N —a)et.

T~y

(b) FEine mazimale Clique hat mazimal 1 —k/e™,

eine mazimale Coclique —Ne~ /(k — e~ ) Elemente.
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2.2. Intriguing Sets

Beweis. Nur (b) ist zu zeigen. Fiir eine Clique gilt [{(xz,y) € M x M | x ~ y}| =
a(a — 1). Aus (a) folgt damit die Ungleichung

a%k + WeJ“ > a(a—1).
Dies vereinfacht sich zu
Nun gilt
N(et +1) (k—et)(k—e)(et +1)

N+et—k (k—et)(k—e)+etp—ku
_ (k—e)(k—et)(et +1)
(k—ef)(k—e)+et(k+ete”) —k(k+ete)

_ (k—e)(k—eT)(et+1)
—e (k—et)(et +1)

=1—Fk/e .

Fiir eine Coclique gilt [{(z,y) € M x M | x ~ y}| = 0 und aus

a’k  a(N—a) ,
A S /A o
N + N e >0
folgt der zweite Teil der Behauptung. O]

Damit wurden die in der Einleitung genannten Hoffmannschranken bewiesen.

2.2 Intriguing Sets

Der Begriff der Intriguing Sets wurde in [4] fiir verallgemeinerte Vierecke ein-
gefiihrt. Als gewichtetes Intriguing Set wird eine Knotenmengen 7 mit seiner
zugehorigen Funktion f bezeichnet, die in Satz Gleichheit auf der linken oder
rechten Seite annimmt (d.h. f € (V) fiir ein € € {—, +}) sowie Bild(f) C Z gilt.
Da es wiinschenswert ist, dass e™ und et ganze Zahlen sind, werden im Folgenden
nur stark reguldre Graphen I' betrachtet, die keine Konferenzgraphen sind oder
fiir die N kein Quadrat ist. Siehe [9], Kapitel 2, fiir Details.
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2.2. Intriguing Sets

Lemma 2.2.1. Sei 7 ein gewichtetes Intriguing Set mit Gewichtsfunktion f
mit Af = c¢j+ vt mit v € VT und O ein gewichtetes Intriguing Set mit
Gewichtsfunktion g mit Ag = ¢~ j +v~ mit v- € V. Dann gilt

_ ey = 9D ))
(f? g) cc N :
Fiir Intriguing Sets gilt insbesondere
71|10
T = —.
Tno =10

Beweis. Es gilt
(f.9)=(cj+vT)(cj+v)=crejlj=cc N
und dies ist genau die Behauptung. O]

2.2.1 z-Tight Sets

Definition 2.2.2. Ein gewichtetes Intriguing Set T heifit x-Tight Set (oder kurz:
Tight Set), wenn f in (V=) liegt und

Af:e+f+x_L€_j

fiir ein x € Z gilt.

Man beachte, dass :cL_ = c(k —e™) gilt.

Die Motivation fiir a:_e Z statt z.B. z € R liegt darin, dass weiterhin eine
geometrische Interpretation von Intriguing Sets moglich bleiben soll. Kann es
Punkte beliebig kleinen Gewichts geben, geht eine solche Interpretation im Sinne
endlicher Geometrie verloren. Die Existenzfrage von z-Tight Sets zu einem be-
stimmten x wird schon fiir z € Z trivial. Eine weitere Verallgemeinerung erscheint

hier also nicht hilfreich.

Nach gilt
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2.2. Intriguing Sets

Regulidre Cliquen von I' sind natiirliche Beispiele fiir 1-Tight Sets, da jeder
Knoten auBerhalb einer reguliren Clique C mit —u /e~ Knoten aus C adjazent ist.
Die Vereinigung disjunkter regulédrer Cliquen von I' ist ein Beispiel fiir x-Tight
Sets. Allgemeiner gilt, dass die Summe von einem z-Tight Set und einem y-Tight
Set ein (x+y)-Tight Set ist.

Liegt ein Knoten P in M, ist er mit e™ f(P) + x% Punkten aus M durch

eine Kante verbunden. Liegt ein Knoten nicht in M, ist er mit SL’L_ Knoten
aus M verbunden. Nach diesen Zahlen sehen gewichtete z-Tight Set_seimmer wie
die Summe reguldrer Cliquen aus. Fiir gewichtete Tight Sets ist dies, wie spéter
zu sehen sein wird, hiufig der Fall. Im ungewichteten Fall kommt es vor, dass

x-Tight Sets nicht die Vereinigung von disjunkten reguldren Cliquen sind.

2.2.2 m-Ovoids

Definition 2.2.3. Fin gewichtetes Intriguing Set O heifit gewichtetes m-QOvoid,

wenn fin (V)L liegt und
Af=e f—me j

fiir ein m € Z gilt.

Ein 1-Ovoid wird auch Ovoid genannt.

Nach gilt

(5=

— €

Analog zu 2-Tight Sets sind regulire Cocliquen und Vereinigungen disjunk-
ter reguldarer Cocliquen natiirliche Beispiele fiir m-Ovoide. Die Summe eines m-
und eines m/-Ovoids ergibt analog zu Tight Sets einen (m+m’)-Ovoid.

Ein Intriguing Set, Tight Set bzw. Ovoid ist ein gewichtetes Intriguing Set,
gewichtetes Tight Set bzw. ein gewichteter Ovoid mit f(V) € {0,1}. Lemma
wird fiir z-Tight Sets und m-Ovoide besonders schon, denn dann gilt:

Korollar 2.2.4. Sei O ein gewichteter m-Qvoid und T ein gewichtetes x-Tight
Set mit den zugehorigen Funktionen f und g. Dann gilt

(f,g9) = mz.
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2.2. Intriguing Sets

Beweis. Nach Satz (¢) und puN = (k—eT)(k —e™) gilt

(f.9)= 0%
und
. xNp
(9.9) = e
Also folgt aus Lemma
(f.q) = (g,ji\([f,j) - Zﬂ;é\]fﬁu_ == ma

[]

Nun stellt sich die Frage, ob alle Intriguing Sets Ovoide oder Tight Sets sind.
In Polarrdumen ist dies der Fall. Dieser Sachverhalt wird in dem Rest dieses

Abschnittes allgemeiner aufgeschrieben.

Lemma 2.2.5. Sei T ein gewichtetes Intriguing Set mit Gewichtsfunktion f und
wie in istc=3 v f(v)/N.

(a) IstT aus (V*)L und existiert ein gewichtetes 1-Tight Set T in T, so ist T ein

m-Qvoid mit
k
e

(b) Ist T aus (V™) und ezistiert ein gewichteter 1-Ovoid O in T, so ist I ein
x-Tight Set mit

Beweis.

(a) Fiir die zu 7 und Z gehérenden Funktionen f und g gilt wie in (f,9) =m
fir m € R mit Ag = e g — me~j. Nach ist

ez

Z.
N

(f.9)
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2.2. Intriguing Sets

Damit ist m € Z und somit Z ein Intriguing Set. Mit |7| = 1 — k/e~ und
|Z| = ¢N folgt m = (1 —k/e”)c.

(b) Analog zu (a) ist (f,g) =z mit Af =e*f+ xﬁ_ Nach [2.2.1}ist
e

0]17]
= M e g,
(f.9)="——¢€
o . . - . —me~ N
Damit ist € Z und somit Z ein Intriguing Set. Mit |O] = = und
— ei
_Ne~
|Z| = ¢N folgt © = ..
k—e

O

Es gibt fiir den Fall p/e’ € Z das folgende Beispiel fiir einen gewichteten
—£--Ovoiden. Betrachte hierfiir einen Knoten P des Graphen und die Gewichts-
funktion f :V — Z mit

f(@Q)=1,falls P ~Q
f(P)=p+e —X=—e"
f(Q) = 0 sonst.

Ein Punkt @ mit () ~ P und P sind zu g Punkten gemeinsam adjazent. Ein
Punkt @ mit ) ~ P und P sind zu A Punkten gemeinsam adjazent. Da P Gewicht
1+e~ — A hat, ist @ also gewichtet zu 1+ e~ Punkten adjazent. Der Punkt P ist
zu k = u — eTe” Punkten adjazent. Also gilt Af = e f + pj. Damit handelt es
sich um ein Intriguing Set mit negativen Eigenwert. Es folgt mit Lemma [2.2.5}

Korollar 2.2.6. Ist u/e” € Z, so ist f ist ein —2=-0Ovoid.

Korollar 2.2.7. Ist —u/e” € Z und

99T(—pfe” 1 —kfe™) =1,
so ist jedes Intriguing Set aus (V=) ein x-Tight Set.

Beweis. Es ist vorausgesetzt, dass —pu /e eine ganze Zahl ist. Aus e"e™ =k +

folgt, dass auch k/e~ eine ganze Zahl ist.
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2.3. Verbindungen zu geometrischen Strukturen

Sei 7 ein Intriguing Set aus (V=) mit |7] = 2 (1 —k/e”) € Z und O ein
—Z£-Ovoid. Dann gilt

|OﬂT|:—xeﬁ_€Z.

Aus ggT(—p/e~,1 —k/e”) =1 folgt mit dem erweiterten euklidischen Algorith-
mus x € Z, also die Behauptung. O
2.3 Verbindungen zu geometrischen Strukturen

Diese Arbeit mochte Ergebnisse iiber 2-Tight Sets und m-Ovoids in speziellen

Geometrien, insbesondere endlichen Polarrdumen, untersuchen.

2.3.1 Polarrdaume

Sei P ein Polarraum. Dann ist fiir alle Punkte P, € P
e k= |P+ NP| konstant.
e )\ := PN Q" konstant fiir PQ total isotrop.
e ;1= P+ N Q" konstant fiir PQ nicht total isotrop.

Entsprechend ist P ein stark reguliarer Graph mit den Parametern (|P|, k, A, ).
Diese Werte lassen sich fiir alle Polarrdume leicht ausrechnen. Definiere 1, fiir

einen Polarraum folgendermafen:

Polarraum P ‘ W(2r—1,q) ‘ H(2r —1,¢%) ‘ H(2r,q?) ‘ Qt(@r—1,9) ‘ Q(2r,q) ‘ Q™ (2r+1,q)

,197",[91}) ‘ qT+1 ‘ q27‘71+1 ‘ q2r+1+1 ‘ qT71+1 ‘ qr+1 ‘ qr+1+1

Der Rang des Polarraums ist jeweils r — 1. Fiir » = 1 sind also die Erzeu-
ger jeweils nur Punkte. Sollte aus dem Kontext klar sein, welchen Typ P hat,
schreibe 1, statt ¥p. Die Zahl ¥p ist die Grofle eines Ovoids, einer Faserung oder
— allgemeiner — eines m-Systems des entsprechenden Polarraums (siche fiir
Details).

Mit o, lasst sich einfach rechnen, denn fiir einen Polarraum P iiber GF(q) gilt

Vo = qbﬁa—b - qb + 1.
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2.3. Verbindungen zu geometrischen Strukturen

Lemma 2.3.1. Hat P Rang r, so gilt des Weiteren mit N = |P|

-1
N = 19rq = 197’&"—1
q—1
r—1
q -1
k= q—ﬁrfl = q0r7219r71
q—1
qr—2 -1
A=q¢ =1+ qﬂr—lq_—l =q¢ " —1+q0 16,5
r—1 _ 1
n= 197’q— = 197‘—107’—2‘
q—1

Beweis. Die Zahl ¥, ist so definiert, dass N = 9,0,_; gilt. Fiir P € P ist P+ ein
Kegel mit P als Spitze iiber einem Polarraum vom selben Typ wie P mit Rang
r — 1. Also ist P mit ¢f,_»v,_; Punkten adjazent. Fiir zwei kollineare Punkt P
und @ ist (PQ)* ein Kegel mit Spitze PQ iiber einem Polarraum vom selben

Typ wie P von Rang r — 2. Also ist

A=q— 149, 20, 3¢
=q—1+ 01 +q—1)0,_3q
=q—1+9,10,3¢+q(¢"> = 1)
=q¢ " =1+ q0_10,_s.

Sind P und @ nicht kollinear, schneiden sich P+ und Q= ein den p = 9,_10,_

Punkten eines Polarraums des selben Typs und Rang r — 1. O]

Fiir die Eigenwerte des stark reguldren Graphens gilt in diesem Fall

e = _7~9r—1-

Dies fiihrt im ungewichteten Fall zu den Schnittzahlen

IPrNT|=q¢ ' +20, 5 fir PeT
|PrNT| =26, fir P¢ T
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2.3. Verbindungen zu geometrischen Strukturen

fiir ein 2-Tight Set 7 und

IPrNO|=—9,_1 +14+md,_, fir P€ O
P NO|=mv,_, fir P ¢ O

fiir einen m-Ovoid O bzw. allgemeiner im gewichteten Fall zu den Schnittzahlen

¢ f(y) + 26,_ und
(=0, + 1) f(y) +md,

fiir einen Punkt y. Fiir ein 2-Tight Set gilt
T|=2(1—-Fk/e”) =a(1+qb,_2) = 26,4

und fiir einen m-Ovoid |O| gilt

—me~ N B

O:
o] = =

mu,.

Die bereits bekannten Beispiele fiir gewichtete Intriguing Sets existieren in

Polarrdumen:

Beispiel 2.3.2. In einem Polarraum entspricht eine requlire Clique einem ma-

ximalen Erzeuger. Ein mazimaler Erzeuger ist somit ein 1-Tight Set.

Korollar 2.3.3. Ein Erzeuger trifft einen (gewichteten) m-QOvoid in m (gewich-
teten) Punkten.

Beweis. Ein Erzeuger ist ein 1-Tight Set. Die Behauptung folgt aus [2.2.4] O

Beispiel 2.3.4. Sei P ein Polarraum in PG(n,q) mit Erzeugern der Dimension

r. Definiere [ folgendermafen:

1, falls Q € P\ {P}
f@Q) =1 —¢t+1, falsQ=P"P
0 sonst.

Dann ist f ein gewichteter 0,_o-Ovoid.
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2.3. Verbindungen zu geometrischen Strukturen

Korollar lisst sich hier leicht nachrechnen: Sei G ein Erzeuger von P.
Liegt P € G, so gilt G C P+. Also ist

D@ == 1+ D> == 146 —1=06,

QeG QeG\{P}

Fir P ¢ G ist Rang(P+* NG) =r — 1 und damit

Z f(Q) = 9r—2-

QeG

Nun lésst sich mit diesen Beispielen geméaf und Folgende zeigen, dass alle

Intriguing Sets in einem Polarraum m-Ovoide oder x-Tight Sets sind.

Korollar 2.3.5. Ein (gewichtetes) Intriguing Set Z in einem Polarraum ist im-

mer ein (gewichtetes) Tight Set oder ein (gewichteter) m-Quvoid.

Beweis. Die Behauptung folgt aus und 2.2.7, da ein 1-Tight Set und ein
0,_o-Ovoid existieren, wenn man ggT(—u/e”, 1 —k/e”) = 1 zeigt.

Der Fall r = 1 ist trivial. Fiir r > 1 gilt —pu/e” =60, o und 1 — k/e” = 6,_;.
Nun gilt fiir a € Z

a | 97‘—17‘91"—2 = a | 07“—1 - qgr—Q =1

Damit ist a = 1, also sind 6,_; und 6,_5 coprim™* fiir r > 1. O

2.3.2 Verallgemeinerte Vierecke

Ein verallgemeinertes Viereck mit den Parametern (s, t) ist eine Inzidenzgeo-

metrie, bei der gilt:
1. Durch jeden Punkt gehen s 4+ 1 Geraden.
2. Jede Gerade enthilt ¢ + 1 Punkte.

3. Es gibt genau eine Gerade, die eine Gerade ¢ und einen Punkt P mit P & /¢

verbinden.

r—1

*Im Beweis in [3] wird behauptet, ¢" — 1 und ¢ — 1 seien coprim. Dies ist natiirlich fiir

q > 2 falsch, da ¢ — 1 ein gemeinsamer Teiler ist.
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2.3. Verbindungen zu geometrischen Strukturen

Verallgemeinerte Vierecke sind stark reguldre Graphen und somit besitzen sie
Intriguing Sets. Die klassischen verallgemeinerten Vierecke entsprechen den Po-
larrdumen Q(4,q), Q(5,q), W(3,q), H(4,¢*) und H(5,q?). Dazu gibt es noch

nicht klassische verallgemeinerte Vierecke z.B. mit den Parametern (¢ —1,¢+1).

2.3.3 Kleinquadrik

Ein 2-Tight Set der Kleinquadrik Q% (5,q) entspricht unter der Kleinkorre-
spondenz einer Geradenmenge in PG(3, q), die jede Faserung in = Geraden trifft.
Solche Geradenmengen heiflen Cameron-Liebler-Geradenmengen. Cameron-
Liebler-Geradenmengen werden u.a. in [13], [7] und [12] untersucht. In [24] findet
sich eine Ubersetzung aller wichtigen Objekte bzgl. 2-Tight Sets in Q* (5, ¢) nach
PG(3,q).
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3 Konstruktionen von Intriguing Sets in

Polarraumen

Dieser Abschnitt soll eine Reihe einfacher Konstruktionen von Intriguing Sets
in Polarrdumen darstellen. Begonnen wird in Abschnitt mit der Vorstellung
der Moglichkeit, durch Schnitt, Vereinigung und Komplement aus vorhandenen
Intriguing Sets neue Intriguing Sets zu erhalten. Nebenbei werden hiermit Irre-
duzibilitit fiir Intriguing Sets definiert sowie die Raume V* und V'~ geometrisch
beschrieben.

Die ersten Beispiele fiir Intriguing Sets werden in Abschnitt vorgestellt:
Hyperebenenschnitte liefern in bestimmten Féllen Intriguing Sets. In manchen
Féllen erhalten nicht-ausgeartete Hyperebenenschnitte auch Intriguing Sets. Die
Abschnitte (3.3 und zeigen, wie man durch Koérpereinbettungen und Koérper-
reduktionen weitere Beispiele fiir Intriguing Sets erhélt.

In Abschnitt wird der Begriff des m-Systems vorgestellt und motiviert.
Der Begriff ist hier interessant, da jedes m-System einen 6,,-Ovoiden liefert. Zum
Schluss wird in Abschnitt [3.0] eine Reihe einfacher Konstruktionen fiir vergleichs-

weise kleine x-Tight Sets vorgestellt, die in vielen Polarriumen méglich sind.

3.1 Einfache Konstruktionen

Die Vereinigung und die Differenz von zwei gewichteten Intriguing Sets f und
g ist wieder ein gewichtetes Intriguing Set, da (V¢)* ein Unterraum ist und damit

fiir alle o € Z gilt

fage (VE)J_:>f+g7 f_g> osz (Ve)l'

Spezialfille liefern (schon bekannte) Konstruktionen fiir ungewichtete Intriguing
Sets.
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3.1. Einfache Konstruktionen

Lemma 3.1.1. Sei T ein ungewichtetes x-Tight Set und T' ein ungewichtetes x’-

Tight Set. Sei O ein ungewichteter m-Quvoid und O ein ungewichteter m’-Qvoid.

(a) Sind T und T disjunkt, so ist T UT" ein x + 2’'-Tight Set. Sind O und O’
disjunkt, so ist O U O" ein m + m/-Ovoid.

(b) Ist T' C T, soist T \T' ein x — 2'-Tight Set. Ist O' C O, so ist O\ O ein

m — m/-Ovoid.
(c) Es ist P\ T ein Tight Set und P\ O ein Ovoid.

Beweis. Die Bedingungen garantieren jeweils, dass Vereinigung und Schnitt un-
gewichtete Intriguing Sets bleiben. Der Vektor j ist der charakteristische Vektor
von P. Also ist P sowohl Ovoid als auch Tight Set. Damit ist (c) ein Spezialfall
von (b). O

Die Vektorrdume V'~ und V' lassen sich iiber Polarrdumen geometrisch inter-
pretieren, wie Eisfeld in [13] fiir V'~ in partiellen Geometrien und Bamberg in [2]

fiir V~ und VT im Spezialfall der verallgemeinerten Vierecke feststellte*.

Lemma 3.1.2. Sei T die Menge aller Erzeuger von P und O die Menge aller
gewichteten m-Ovoide gemdfs Beispiel [2.3.4. Dann gilt

(VH)" = (0).

Beweis. Fiir T € T ist 7 € (V™) und damit (V)" D (T) klar. Es bleibt
(V=)" C (T) zu zeigen.

Betrachte im Folgenden die Punkte und Erzeuger von P geordnet. Betrachte
die Inzidenzmatrix C' der Erzeuger von P, d.h. fir C' = (¢;;) ist ¢;; = 1, falls der
j-te Erzeuger den i-ten Punkt enthélt, und sonst ¢;; = 0. Dann ist der (i, j)-te
Eintrag von C'C* gleich der Anzahl der Erzeuger, die den i-ten und j-ten Punkt

enthalten. Sei

r—2

o = HT?Z

=1

*Die erste Gleichung des folgenden Lemmas wird dhnlich zu Eisfeld, die zweite d&hnlich zu
Bamberg bewiesen.
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die Anzahl der Erzeuger durch zwei verschiedene, kollineare Punkte, d.h. die
Anzahl der Erzeuger eines Polarraums vom selben Typ wie P und Rang r —
2. Ist i = j, so ist der (i,j)-te Eintrag at),_;. Die Matrix A ist weiterhin die
Adjazenzmatrix des Graphen. Ist ¢ # j und der i-te und j-te Punkt kollinear, so
ist der (i, j)-te Eintrag «. Dies fithrt zur Gleichung

a'CC' = A+, ,E. (3.1.3)
Betrachte einen Vektor
v=cj+v +ovt
mit v¢ € V€. Dann ist
(A—e Eyv=cle —k)j+ (e —e ) + (e —e o
=cle” —k)j+ (e —et)v™.

Damit ist das Bild von A — e~ E der ganze Raum (V*, j). Das Bild von A —e™ F
ist aber nach eine Teilmenge des Erzeugnisses des Bildes von CC*! und
damit eine Teilmenge von (T).

Fir © € O ist O € (V)" und damit (V)" 2 (0) wie eben klar. Sei nun
f € (0)t. Dann ist (O, f) = 0 fiir alle O € Q. Damit folgt (Q)* C V+. O

Da die Differenz zweier Intriguing Sets aus (V¢)" aus Lemma immer in
V¢ liegt, folgt direkt:

Korollar 3.1.4.

Vi={z—y|xyeT}
Vi={r—y|zyecO})

Lemma besagt, dass jedes gewichtete x-Tight Set eine Summe gewichteter

Erzeuger und jeder gewichtete m-Ovoid eine Summe gewichteter Kegel geméafl

2.3.4) ist.

Bemerkung 3.1.5. Das Resultat legt zusammen mit nahe, die Suche nach

Intriguing Sets als ganzzahliges oder rationales lineares Optimierungsproblem zu
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definieren, bei dem eine Reihe von Erzeugern oder gewichteten Kegeln ausgewdhlt
werden. Auf Grund der groffen Anzahl Erzeuger ist dies aber ohne weitere Ein-

schrankungen sicher kein sinnvoller Ansatz, um Intriguing Sets zu finden.

Irreduzibilitat

Sei 7 ein gewichtetes Intriguing Set. Damit gibt es I € {O, T}, {f1, fo, ..., fa} C 1

und ag,...,a, € R, so dass

1= Zaifi

gilt. Nun kann es fiir ein Z sein, dass es fiir jede Wahl der Koeffizienten a; ein
a; mit a; < 0 existiert. In diesem Fall sieht man Z nicht mehr an, dass zu seiner
Konstruktion ein Erzeuger oder Kegel verwendet wurde. Man kann aber eventuell
aus einem Intriguing Set Z mit nur nicht-negativen Gewichten a; ein Intriguing
Set 7' mit nicht-negativen Gewichten entfernen, so dass Z \ 7’ weiterhin ein
Intriguing Set mit nur nicht-negativen Gewichten ist. Diese Uberlegung fiithrt zur

folgenden Definition:

Definition 3.1.6. Fin (nicht-negatives) Intriguing Set T heifit irreduzibel ge-
nau dann, wenn es nicht die Vereinigung kleinerer (nicht-negativer) Intriguing

Sets ist. Andernfalls heifit T reduzibel.

Es stellt sich die Frage nach der Klassifikation irreduzibler Intriguing

Sets. Hierzu werden spiéter einige Existenzresultate behandelt.

Eine alternative Beschreibung gewichteter Intriguing Sets

Aus Lemma folgt dieses Korollar:

Korollar 3.1.7. (a) Sei O € CN. Dann ist O genau dann ein m-Ovoid, wenn
(O, T)=m

fiir alle T € T gilt.
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(b) Sei T € CN. Dann ist T genau dann ein x-Tight Set, wenn
(O, T) = JZQT_Q
fiir alle O € O und x € Z gilt.

Beweis. (a) Ein O steht genau dann auf V* = ({x —y | z, y € T) senkrecht,
wenn (O,z —y) = 0 fiir alle z,y € T gilt. Dies ist dquivalent zu (O, z) =
(0,y) = m.

(b) Ein 7 steht genau dann auf V'~ senkrecht, wenn (7,z — y) = 0 fiir alle
z,y € O gilt. Dies ist dquivalent zu (7, z) = (7,y) = 20, _,.
]

Bemerkung 3.1.8. Die Aussagen dieses Abschnitts bleiben genauso fiir beliebige
partielle Geometrien wahr (siehe [13]).
3.2 Hyperebenenschnitte

Der Schnitt eines Polarraums P mit Rang r mit einer nichtausgeartete Hyperebe-
ne H liefert einen Polarraum von Rang r bzw. r — 1. Hat der kleinere Polarraum
Rang r, so ist H NP ein Tight Set. Hat er Rang r — 1, so ist H NP ein m-Ovoid.

Lemma 3.2.1. Sei P ein Polarraum mit Rang r tiber GF(q) und H eine nicht-
ausgeartete Hyperebene. Dann ist PN H ein Intriguing Set von P, wobei es sich

um
o cin Upnpg-Tight Set handelt, falls PN H Rang r hat.
o cinen 0,_o-Ovoid handelt, falls PN H Rang r — 1 hat.

Beweis. Sei H eine nicht-ausgeartete Hyperebene. Dann ist PN H ein Polarraum.
Hat PN H Rang r, so steht P € H auf einem Polarraum des selben Typs wie
P N H mit Rang r — 1 senkrecht. Es folgt

|PrAHNP| =14 ¢b,_29, 5 = hy.
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P P’ Intriguing Set

H(2r,¢?) H(2r —1,¢%) (1+q2r—1)—Tight Set
2

H(2r—1,¢%) H(2r-2,¢°) 67_,-Ovoid

QR (2r+1,9) Q(2rq) (14-¢")-Tight Set

Q(2r,q) QT (2r—1,q9) (14+¢"~1)-Tight Set

Q(2r,q) Q™ (2r—1,q) 61_,-Ovoid

Qt@r—-1,90 Q(2rq) 67_,-Ovoid

Abbildung 3.1: Tabelle der Intriguing Sets nach

Der Senkrechtraum P+ eines Punktes P ¢ H schneidet hingegen H in einem

Polarraum des selben Typs wie P mit Rang » — 1. Dies liefert
|PrAHNP| =9, 10, 5 = hy.
Hier ist h; > hy. Hat PN H Rang r — 1, so liefert die selbe Rechnung fiir P € H
PPN HNP| =1+ q¢b, 30,1 = h
und fir P ¢ H
|PrANHNP| =9,_10,_5 = hy.

Hier ist h;y < ho. Nach Folgerung handelt es sich um z-Tight Sets bzw.

m-Ovoide. Die Werte fiir m und z lassen sich ablesen. O]

Die Ergebnisse des Satzes sind in Tabelle fiir die einzelnen Polarrdume
ausgefiihrt. Solche m-Ovoide und Tight Sets heiflen klassisch.

Bettet man einen Polarraum P aus PG(n,q) in einen anderen Polarraum P’
aus PG(n+ 1, ¢) natiirlich ein, so dass (P) eine Hyperebene ist, kann es sein, dass
ein m-Ovoid von P auch ein m-Ovoid von P’ ist. Genauso passiert es, dass ein
x-Tight Set von P’ ein x-Tight Set von P ist. Dies passiert jeweils genau dann,
wenn die Dimension der Erzeuger von P’ um eins grofler als die Dimension der

Erzeuger von P ist.

Lemma 3.2.2. Sei P ein Polarraum mit Rang r > 1 und P’ ein Polarraum mit
Rang r + 1, P C P’ und (P) eine Hyperebene von (P'). Sei O ein (gewichteter)

m-QOvoid von P. Dann ist O ein gewichteter m-Ouvoid von P'. D.h.

1. ist P=Q (2r+1,q), so ist O ein m-Ovoid von Q(2r + 2,q).
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2. ist P = Q(2r,q), so ist O ein m-Ovoid von QT (2r +1,q).
3. ist P = H(2r,q¢?), so ist O ein m-Ovoid von H(2r + 1,¢%).

Beweis. Beachte, dass hier jeweils Up = ¥p gilt. Sei P € P'. Ist P € PN O, so ist
IPANOl =1+ (m—1)0p. Ist PP\ O, soist |[PLNO|=mip. Ist PP\ P
und gehen durch einen Punkt von P+ NP genau a Erzeuger von P+ NP, so
gehen durch P genau avp Erzeuger von P. Also folgt per doppelter Abzihlung
| P+ N Ola = madp. O

Liegt ein m-Ovoid von QT (2r+1, ¢) oder H(2r,¢?*) in einer nicht-degenerierten
Hyperebene, ist es aus den selben Griinden auch ein m-Ovoid von Q(2r,q) bzw.
H(2r —1,¢%.

Lemma 3.2.3. Sei P ein Polarraum mit Rang r > 1 und P' ein Polarraum mit
Rang r — 1, P’ C P und (P’) eine Hyperebene von (P). Sei T ein (gewichtetes)
x-Tight Set von P. Dann ist T NP ein (gewichtetes) x-Tight Set von P'. D.h.

1. IstP=Q"(2r —1,q), so ist T ein z-Tight Set von Q(2r — 2,q).
2. Ist P = Q(2r,q), so ist T ein x-Tight Set von Q~ (2r — 1,q).
3. IstP=H(2r — 1,4°), so ist T ein x-Tight Set von H(2r — 2, q).

Beweis. Ein gewichtetes z-Tight Set ist eine Summe von positiv oder negativ
gewichteten Erzeugern. Hierbei ist die Summe der positiven Gewichte o + x und
die Summe der negativen Gewichte « fiir ein a € R. Jeder Erzeuger von P ist
auch ein Erzeuger von ', damit folgt die Behauptung, da damit auch in der

Einschrinkung auf P’ die Summe der Gewichte x ist. H

Bemerkung 3.2.4. Lemma[3.2.1] ist ein Spezialfall von und[3.2.3, da je-

weils der gesamte Polarraum ein Ovoid bzw. Tight Set von sich selbst ist.
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Kelly stellt im zweiten Teil der Arbeit [15] eine Verallgemeinerung einer Kon-
struktion von Thas und Payne aus [29] vor. Thas’ und Paynes Konstruktion

nimmt einen klassischen Ovoiden O fiir H(3,¢*) gemif und eine Sekante s
von O mit |s N O| = ¢+ 1. Dann ist

O = (O\s)U(s- NH(3,¢%)

wieder ein Ovoid. Kelly verallgemeinert diese Konstruktion fiir H(2r — 1, ¢*) und
Q+<2T - 17 q)

Lemma 3.2.5. Sei O ein ungewichteter m-Ovoid eines Polarraums P mit Rang r
in PG(2r—1,q) und sei s ein (r —1)-dimensionaler Unterraum von PG(2r—1,q)
mit s-NO C sNP C O. Dann ist

O = (0\s)U(s-NP)

ein m-QOvoid von P.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass jeder Erzeuger M die Menge O’ in m Punkten
schneidet. Es gilt

dim(M N's) = dim(M) + dim(s) — dim((M, s))
=2r — 2 —dim((M, s))

und wegen M = M+ zudem

dim(M N s*) = dim(M* N st)
= dim((M, s)*)
= 2r — 2 —dim((M, s)).

Damit gilt dim(M Ns) = dim(M Nst). Nach Voraussetzung ist zudem s N (O\ s)
leer. Es folgt

IMNO|=|MNO|-|MNnONs|+|Mnst| —|Mnstn(O)\ s)
=|MNO|-|MnstN(O\s)|=|MNO|.

Damit ist @ ein m-Ovoid. O]
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Lemma 3.2.6. Sei P = H(2r—1,q) oder P = Q" (2r—1,q). Sei des Weiteren H
eine nichtausgeartete Hyperebene und O = H NP der zugehdrige m-Ovoid. Dann
existiert ein (r — 1)-dimensionaler Unterraum s C H mit stNOCsnNPCO.
Der gemdf [3.2.5 entstehende m-Ovoid ist nicht klassisch, d.h. er liegt in keiner
Hyperebene.

Beweis. Sei V ein total isotroper, (r — 3)-dimensionaler Unterraum mit V' C H.
Nun hat V+ Dimension r + 1 und V+ N H Dimension 7. Da V total isotrop ist,
handelt es bei V+ um einen Kegel mit Spitze V iiber einem Polarraum P’ mit
Rang 2 vom selben Typ wie P. Dementsprechend ist (V- N H)/V bzw. H NP
ein Polarraum mit Rang 1 vom selben Typ wie P'.

Sei nun s das Erzeugnis (V,P'). Dann ist (V,P) NP C H NP und

(V.PYrNH=VrnH)NPNH) =(V,P)NnV CsnP.

Damit sind die Bedingungen aus erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass O nicht in einer Hyperebene enthalten ist. Nun ent-
fernt man aus H den echten Unterraum s. Also gilt weiterhin H C (O'). An-
dererseits ist nach Konstruktion klar, dass s* ¢ H gilt. Damit spannt O den

gesamten Raum auf. O

3.3 Unterkorpereinbettungen

Betrachte zwei Kérper K und L, wobei K ein Unterkorper von L ist. Betrachte
einen Polarraum P {iber K und einen anderen Polarraum P’ iiber L, so kann man
P gef. in P’ natiirlich einbetten. Haben P und P’ den selben Typ, so ist diese
Einbettung offensichtlich méglich. Man kann zeigen(siehe [23], Kapitel II1, Satz
1.10), dass W(2r +1,q) € PG(2r + 1,q) € PG(2r + 1,¢*) eine Teilmenge von
H(2r+1,4?) ist und jeder Punkt P € H(2r+1,¢*)\ W (2r +1, ¢) auf genau einer
verlangerten Geraden von W (2r + 1,q) liegt. Bezeichne dies als die natiirliche
Einbettung von W (2r 4+ 1,¢) in H(2r + 1, 4?).

Lemma 3.3.1. Betrachte die natirliche Einbettung von W(2r —1,q) in H(2r —
1,¢%). Dann ist W(2r — 1,q) ein (q+1)-Tight Set von H(2r —1,q?).

Beweis. Fiir einen Punkt P € H(2r —1,4¢?)\ W(2r — 1, q) enthélt P+ genau eine
Gerade ¢ von W (2r 4+ 1,q). Ein Punkt Q € W (2r + 1, q) trifft £ in W(2r + 1, q).
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Steht also @ auf P senkrecht, so auch auf ¢. Natiirlich gilt auch ¢+ C P+. Es folgt
PEnW(2r+1,q) =N W(2r +1,q). Damit gilt [P NW(2r +1,q)| = 64,_,.
Fiir einen Punkt P € W(2r — 1,q) schneidet P+ die Menge W (2r — 1,q) in
einer Hyperebene, also 03, ; Punkten. Damit handelt es sich um ein (¢+1)-Tight
Set. O

Im Folgenden sei P mit r > 1 entweder W (2r — 1,¢?) oder Q(2r,¢*) und
P, die Untergeometrie, die durch die Abbildung = +— 9 festgelassen wird, d.h.
P, = W(2r —1,q) oder P, = Q(2r, q). Betrachte die drei Punktmengen

P,={PecP|P=P}
T ={PecP|P+PI, PPICP}
T :={PcP|P+P!, PP"¢P}.

Bezeichne Geraden von IP, die P, in 0, 1 oder ¢+1 Punkten treffen, als Passanten,
Tangenten oder Sekanten.

Ziel ist nun, zu zeigen, dass P, 7 und 7" jeweils Tight Sets sind.

Bemerkung 3.3.2. Betrachte den Stabilisator der Punktmenge von P, in der
Isomorphismengruppe von P. Dann sind Py, T und 7" die drei Bahnen des Sta-
bilisators. Ein Beweis findet sich in [16], § 4.5.

Es ist klar, dass

q2'r_1
—1

|]P)q| =

gilt. Da jeder Punkt von 7 auf genau einer Geraden von P, liegt und auf einer
Geraden von P, genau ¢(g — 1) Punkte von 7 liegen, erhélt man durch doppeltes
Abzéahlen

2
T| = 05,105, 3q(a—1)/(¢+1) =07, (¢* > —1)q
und es bleibt
4r
7= L=

o1 Py —[71.
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Lemma 3.3.3. Es gilt
(CL) ’PL N Pq| = ‘ggr72 - (qQ)T_l + 037"73 fur P S Pq
(b) |PrNP,| =06i _, fir PeP\P,.

Bewers. Teil @ ist klar, da dies genau der Senkrechtraum eines Punkts in [P, ist.
Ist nun P € 77, so ist P-NP ein Kegel mit Spitze P iiber einem nichtausgearteten
Polarraum P’ vom selben Typ wie P. Da P+ keine Gerade von P, enthiilt, liegt
P+ NP, bei geeigneter Wahl von P’ in P'. Damit ist P+ NP, ein Polarraum
vom selben Typ wie P, iber GF(g) mit einem um eins kleineren Rang. Es folgt
|PLNP,| = 603 _, Punkten.

Ist P € T, so liegt P auf genau einer Geraden £ von P,. Ein Punkt Q € P+NP,
steht sowohl auf P als auch einem Punkt von ¢ in [P, senkrecht. Andererseits steht
natiirlich jeder Punkt aus ¢+ auch auf P senkrecht. Also ist P* NPB, = (+ NP,.

Dies liefert
|PEOP,| =q+1+¢%0% ;=08 .

]

Hiermit sieht man schon, dass P, ein (¢+1)-Tight Set ist. Zeigt man nun noch,
dass 7 ein Tight Set ist, folgt nach Lemma dass auch 7" ein Tight Set ist.

Lemma 3.3.4. Sei P € P,. Dann ist
IPLAT] =gl 2~ 1)L,

Beweis. Sei ¢ eine Tangente durch einen Punkt P € P,. Gibt es einen Punkt
R € (N7, soist R? sowohl mit P (wegen P = P € () als auch R kollinear.
Damit ist die Ebene m := RRYP total isotrop. Betrachtet man einen Punkt () € ¢,
so ist Q7 € (7 = PR, d.h. Q9 liegt in 7. Damit ist QQ? C 7, also @) € 7. Damit
treffen Tangenten durch P die Bahn 7 in 0 oder ¢* Punkten.

Ist ¢ eine Sekante durch P, so ist £ = ¢ und damit sind ¢?> — ¢ Punkte von ¢ in
7.

Es soll gezeigt werden, dass durch jeden Punkt ) € [P, eine konstante Anzahl
« an Tangenten mit Punkten aus 7 geht. Es gibt einen Isomorphismus von P,
der die Punktmenge P, auf sich selbst und ) auf P abbildet. Da o : z — 29
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Kollineation erhélt und P, festgelassen wird, wird auch die Menge 7 durch o auf
sich selbst abgebildet. Also liegt @ auf genauso vielen Tangenten mit Punkten

aus 7 wie P.

Es gibt 03,5 Sekanten und a Tangenten mit Punkten aus 7" durch P. Jeder
Punkt aus 7 ist mit 63, 5 Punkten aus P, inzident. Doppeltes Abzéhlen ergibt

|T|egr—3 = |Pq| (egr—SQ(q - 1) + an) :

Dies liefert

2

a=q(¢"?-1)67_

Es folgt mit
_ 2
|PYNT|=a¢ + 6% sq(¢—1) =q(¢" " —1)07,

die Behauptung. O]

Lemma 3.3.5. Sei P € T'. Dann ist

IPYNT| = (g2 - 1)67,.

Beweis. Sei P € T'. Tangenten treffen 7 in 0 oder ¢> Punkten, also trifft keine
Tangente durch P die Bahn 7. Also liegen alle Punkte von P+ N7 auf Passanten
durch P. Betrachte eine Gerade ¢ von P durch P.

Fall |[(+N¢7] = 1: Angenommen es gibt zwei verschiedene Punkte auf ¢, die mit
¢4 kollinear sind, so ist auch P mit P9 kollinear. Widerspruch. Also gibt es genau
einen Punkt ) auf ¢, der mit allen Punkten von ¢? kollinear ist und damit folgt
6N T| = |{Q}| = 1. Dies heifit aber gerade, dass P mit ¢ und Q7 kollinear ist.
Wegen () € T, ist QQ? eine Gerade von P,. Im Senkrechtraum von P sind dies
aber genau die 63, .03 /(g + 1) = «932_20;_5 Geraden eines Q(2r — 2,q) bzw.
W (2r — 3, q). Auf jeder dieser Geraden liegen g(q — 1) Punkte aus 7. Dies ergibt

genau

B0 = 07 400, sq(q — 1) = q(¢¥ ™ — 1)67,
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Punkte bzw. Geraden durch P, die 7 in genau einem Punkt treffen*.

Fall |[¢+ N¢9] = 0: In diesem Fall trifft ¢ die Bahn 7 in ¢+ 1 Punkten, denn die
Geraden ¢ und ¢+ spannen einen Q*(3,¢?) auf, von dem 2(¢q + 1) Geraden auch
Geraden von Q(2r,q) sind. Die g + 1 Geraden von Q" (3, ¢), die £ und ¢4 treffen,
liefern die gesuchten ¢ + 1 Punkte von 7.

Es gibt |Q(2r — 2, ¢?)| = |W(2r — 3, ¢*)| Geraden durch P. Ist b7, die Anzahl
der Geraden durch P mit |[(*+ N ¢9] = 0, so ergibt dies |Q(2r — 2,¢*)| = (b+ 3 +
q+ 1)932_2, woraus b+ = ¢(¢*" =3 — 1) und damit b = g(¢* 3 — ¢*~*) folgt. Nun
gilt

2

IPEAT| = (b(g+1) + B)07 5 = q(¢® 2 — 1)67 .

Zum Abschluss wird gezeigt, dass es nur zwei Schnittzahlen gibt.

Lemma 3.3.6. Sei P € T. Dann ist

[PEAT| = ¢ +q(g* 2 - )0,
Beweis. Alle Punkte von 7 liegen auf Geraden von P,. Sei P € 7 und / eine
Sekante. Ist ¢ C P+, so liegen alle ¢(¢—1) Punkte von (N7 in 7. Ist [¢(NPNP,| =
1, so liegen 0 Punkte von £ in 7. Ist [¢ N P NTP,| = 0, so liegt ein Punkt von £
in P. Wie bereits gesehen ist P+ NP, immer der Senkrechtraum der Sekante s,
die P trifft. Hiermit sieht man schon, dass |P+ N 7| fiir jedes P die selbe Zahl
liefert, was fiir den Nachweis eines Tight Sets reicht. Im Folgenden wird die Zahl
dennoch nachgerechnet.

Im Folgenden wird nur P, betrachtet. In P, hat s* die Form sQ(2r —4, q). Der
Senkrecht eines Punktes R € P, hat die Form RQ(2r — 2, q), also gehen durch R
genau 03, 5 Geraden. Ist R € s, so gehen durch R mit dem selben Argument wie
eben genau 04, Geraden in st. Ist R € s\ s, so hat RtNs*t die Form sRQ(2r —
6), also gehen durch R genau 03 . Geraden in s*. Per doppelter Abzihlung von

*In [3] ist dieser Fall anders aufgeschrieben. Fiir den parabolischen Fall sieht der dortige
Beweis ausfiihrlicher so aus: Ist R ein nicht mit P kollinearer Punkt, ist P-NR* ein Q(2r—2, ¢%)
mit PN Q2r —2,¢°) = Pt n P,. Die Tangenten durch R sind also genau die Punkte in
|Q(2r — 2,¢%) \ Q(2r — 2,q)|. Hiermit sieht man sofort a = 3. Der symplektische Fall folgt
analog.
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Punkt-Geraden-Paaren erhdlt man damit, dass P, genau |P,|03._5/(¢ + 1) =

9%_1932_2 Geraden enthélt, st (wegen |st| =603 ) genau
Q= (q + 1)(9;]7"73 - 9(217‘74) + (egrfii —q— 1)(9(2]7“73 - 937"75) = (q + 1)(]27"_3(9;]7"74

Geraden in genau einem Punkt treffen und st genau
ﬁ = [0(217‘74((] + ]') + egrff)(egrf?) —q— 1)]/(q + 1)
Geraden enthélt. Also ist

‘PL N T| = ﬁQ(q - 1) + (Qgrfleng —a— 5)
= ¢ +q(¢" - 1)0L,.

Korollar 3.3.7. Die Bahn
1. P, ist ein (g+1)-Tight Set.
2. T ist ein q(¢* % — 1)-Tight Set.

3. T ist ein Tight Set.

3.4 Korperreduktionen und -ableitungen

Ein n-dimensionaler Unterraum iiber GF(¢°) entspricht einem ne-dimensionalen
Unterraum iiber GF(g). Insbesondere ist der eindimensionale Vektorraum P :=
(v)4e liber GF(q¢°) ein e-dimensionaler Vektorraum iiber GF(¢). Ein Punkt von
PG(n, ¢°) entspricht also einem (e—1)-dimensionalen Unterraum von PG(en —
1,q). Wenn M = {P,...,P,} eine Punktmenge von PG(n,¢°) ist, bezeich-
ne mit R(M) die Vereinigung der Punktmengen der zu M gehorenden (e —1)-

dimensionalen Unterrdume von PG(en — 1, ¢q).

3.4.1 Korperreduktionen von klassischen endlichen Polarrdumen

Sei nun k eine nichtausgeartete, reflexive Sesquilinearform von GF(¢%)"
und T : GF(¢?) — GF(g) mit T(z) = Y 7, 27 die Spur von GF(¢°) nach
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GF(q). Sei a € GF(¢°) mit a # 0. Definiere £’ :== T'ak. Nun wird man sehen,
dass '’ eine nichtausgeartete Sesquilinearform von GF(q)" ist*. Kelly stellt in [15]
fest, dass fiir ungewichtete Intriguing Sets Z eines zu x gehorenden klassischen
Polarraums in PG(n, ¢%) auch R(Z) ein ungewichtetes Intriguing Set des zu

gehorenden Polarraums sein kann.

Fiir ¢ gerade wird eine Quadrik nicht durch ihre begleitende Sesquilinearform
beschrieben. Insbesondere ist die Quadrik Q(2n, q) bzw. ihre zugehorige quadra-
tische Form nicht ausgeartet, ihre zugehdrige Sesquilinearform x hingegen schon.

In diesen Fillen wird die zur Quadrik gehorende quadratische Form betrachtet.

Sei X ein Polarraum. In diesem Abschnitt wird eine reflexive Sesquilinearform
r und eine quadratische Form @), als vom Typ X bezeichnet, wenn x und ),
isomorph zur in [1.2] genannten Normalform der Sesquilinearform des Polarraums

bzw. der quadratischen Form der Quadrik sind.

Die folgenden Ergebnisse finden sich auch, etwas allgemeiner’, bei Gill in [14].

Lemma 3.4.1. Die Form ' ist eine o'-Sesquilinearform mit o' = o|ap()-

Beweis. Additivitét: Seien v, v, w,w’ € GF(¢?)". Die Spur T ist additiv. Dann

ist

K(v+v,w+w)=Tak(v+v,w+w)
=Ta (k(v,w) + k(v,w') + KV, w) + KV, W)

= k' (v,w) + K (v,w") + ' (V,w) + &' (v, w0').

Homogenitét: Sei a,b € GF(q). Sei o der zu k gehérende Kérperautomorphismus

mit o2 = 1. Beachte, dass o den Kérper GF(q) festlisst und somit auch ein Au-

*Kelly behauptet in [I5], dass &’ fiir & = 1 auch ausgeartet sein kann. Dies ist falsch.
Vielleicht meint er, dass a # 1 notwendig ist, damit ' in bestimmten Fillen symplektisch
wird.

"Die Argumente der Beweise hier zeigen (mit minimalen Ausnahmen) genau die Resultate
aus [I4]. Hier wurde nur darauf verzichtet, dies allgemein aufzuschreiben. Dies spiegelt sich
darin wieder, dass 1. hier nur endliche Kérper und endliche Dimension betrachtet werden und
2. hier die Korperreduktion konkret festgelegt wurde.
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tomorphismus von GF(g) ist. Dann ist

e—1 e—1
K (av, bw) = Z o k(av, bw)? = Z a? a k(v, w)? (b7)7
=0 i=0

e—1
= Zaqlcm(’u, W) = ax’ (v, w)b°.

=0

Lemma 3.4.2. Die Form k' ist nichtausgeartet.

Beweis. Es gibt kein v € GF(¢°)" mit v # 0, so dass fur alle w € GF(¢%)"
gilt: x'(v,w) = 0. Angenommen es gibt ein solches v. Nun gibt es ein w mit
k(v,w) # 0, da k nichtausgeartet ist. Also ist fiir alle A € GF(¢°) nun 0 =
K (v, \w) = TaA’k(v,w). D.h. fir alle a € GF(¢°) gilt Ta = 0. Widerspruch.
Analog gibt es kein v € GF(¢°)" mit v # 0, so dass fiir alle w € GF(¢°)" gilt:
K (w,v) = 0. O

Lemma 3.4.3. Seien v,w € GF(q)*" mit x'(w, ) = 0 fir alle A\ € GF(q°).
Dann folgt k(w,v) = 0.

Beweis. Nach Voraussetzung folgt aus T'ax(w, Av) = 0 fiir alle A € GF(¢%)die

Aussage
0 =Tr(w, ) = TN k(v,w).
Dies impliziert wie eben x(v,w) = 0. ]
Damit folgt:

Korollar 3.4.4. Sei V' ein Unterraum von GF(q)®" tber GF(q%). Sei W ein
Unterraum von GF(q)" tiber GF(q) mit k'(v,w) =0 fir allev € V und w € W.
Dann folgt k(w,v) =0 fiir allev eV und w € W, d.h. W C VL in P.

Sei @), im Folgenden eine nicht-ausgeartete quadratische Form.

Lemma 3.4.5. Es ist Ta(Q). ein quadratische Form.
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Beweis. Sei A € GF(q) und v,w € GF(¢°)". Dann ist
TaQA(v) = TaXQ.(v) = NTaQ,(v).
und

TaQx(v+w) = Ta (Qx(v) + Qu(w) — 2k(v, w))
=TaQ.(v) + TaQ.(w) — 2T ak(v, w).

Lemma 3.4.6. Ist k symmetrisch, so ist Tak symmetrisch.

Beweis.
K'(v,w) = Tar(v,w) = Tak(w,v) = &'(w,v)

]

Lemma 3.4.7. Die Form TkQ, in PG(n — 1,q) ist nicht ausgeartet, falls q

ungerade oder n gerade.

Beweis. Die begleitende Bilinearform x zu einer quadratischen Form @), ist nur
dann ausgeartet, wenn g gerade und n ungerade gilt. Damit ist auch T'x nur in

diesen Féllen ausgeartet. Entsprechend ist T'a@), nicht ausgeartet. O

Lemma 3.4.8. Hat k den Typ H(n — 1,¢%*) und ist e ungerade, so hat Tr den
Typ H(en —1,¢%).

Beweis. Es gilt
Kow) =Y kv,w)” = (k(w,v)")" =) K(w,v)?

K'(w,v)? fire=1 mod 2.

K'(w,v) fire=0 mod 2.

Damit gilt fiir e ungerade £'(v, w) = £’(w,v)?. Dies impliziert Reflexivitit. Damit

ist &’ in diesem Fall eine hermitesche Form. Il
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Lemma 3.4.9. Ist ¢ ungerade und f? € GF(q) mit f € GF(¢*) \ GF(q), so ist
T(f) =0,

Beweis.
T(f)=f+f"=f(1+ D).

Nun ist 71 = ()92 € {—1,1}. Aus f ¢ GF(q) folgt f9~' = —1 und damit
die Behauptung. O

Korollar 3.4.10. Es existiert ein o € GF(q*) mit a? = —a und o # 0.

Beweis. Der Fall ¢ ungerade wurde eben bewiesen, da dort ein entsprechendes f

existiert. Der Fall ¢ gerade ist wegen o = —a klar. Wihle also a € GF(q). O]

Lemma 3.4.11. Hat x den Typ H(n — 1,¢?) und ist a? = —«, so hat Tax den
Typ W(2n —1,q).

Beweis. Betrachtet man die Reduktion von H(n — 1,¢?%), so ist die entstehende

Form
K (v,w) = ak(v,w) + alk(v,w)? = a(k(v,w) — K(w,v)).
Offensichtlich ist x'(v,v) = 0 und damit die Form symplektisch. O

Lemma 3.4.12. Hat k den Typ W(n —1,4°%), so hat Tk den Typ W(en —1,q).

Beweis. Sei k die zu W(n — 1, ¢¢) gehérende Form. Dann gilt

K (v,v) = Tk(v,v) =T0 = 0.
Also ist x(v,v) symplektisch. O
Lemma 3.4.13. Hat Q, den Typ QT (n—1,4°), so hat TQ, den Typ Q" (en—1,q).

Beweis. Nach ist TQ, nicht-ausgeartet. Erzeuger von Q*(n — 1, ¢%) haben
Rang n/2 und entsprechen in P’ total isotropen Unterrdumen mit Rang en/2.
Die Quadrik Q" (en — 1, q) ist die einzige Quadrik mit so grofien total isotropen

Unterrdumen. N
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Lemma 3.4.14. Betrachte GF(q%) und einen Teiler f von e. Sei Ty die Spur
von GF(q°) nach GF(q’) und Ty die Spur von GF(q¢') nach GF(q). Dann ist
T ="T5T.

Beweis.

e/f— e/f—
TQTlOé = TQ Z Z Tg(Oéqu)

(B
~
\.,
H
&.,
._.
@

(B
~
~ O

I
Ju
T
—_
\'h

-1

7=0 =0 7=0 =0 =0
O

Es reicht also, den Effekt einer Korperreduktion fiir e prim zu beschreiben.
Jede weitere Korperreduktion lédsst sich aus solchen Korperreduktionen zusam-

mensetzen.

Lemma 3.4.15. Hat Q. den Typ Q(n — 1,q¢%) und ist ¢ ungerade, so hat TQ,
den Typ Q(en — 1,q).

Beweis. Es gibt bis aus Isomorphie nur diese nichtausgeartete quadratische Form
in PG(en — 1, ¢q). O

Sei GF(¢)** die Menge der Quadrate in GF(¢)* und GF(q)™ die Menge der
Quadrate in GF(g). Also GF(¢)*® = GF(q) U {0}. Bezeichne zudem die Dis-
kriminante mit disc. Im Folgenden folgt ein umfangreicher Beweis fiir den Fall
Q(0,¢*) nach [14]. Nach diesem wird in einer Bemerkung ein viel elementarer

Beweis vergleichsweise ausfiihrlich skizziert.

Lemma 3.4.16. Sei Q) eine nichtausgeartete quadratische Form in PG(2m —
1,q) mit q¢ ungerade. Dann hat Q. genau dann den Typ QF(2m — 1,q), wenn
disc(Q,) = (—=1)™ mod GF(q)*? gilt.

Beweis. Siehe [16], Prop. 2.5.10. Beachte hierbei, dass —1 genau fiir ¢ = 1 mod 4
ein Quadrat und ¢ =3 mod 4 ein Nichtquadrat ist. O
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Lemma 3.4.17 (nach [14]). Ist Q. = ax?, hat also den Typ Q(0,q¢?) und q
ungerade, so hat T'Q), den Typ

(a) Q*(1,q), falls gilt:
a) o € GF(q) \ GF(q)** oder
b) a?™ £ —1 mod GF(q)**.

(b) Q= (1,q) in jedem anderen Fall. Es ist also o* ¢ GF(q)\ GF(q)** und o' =
—1 mod GF(q)**.

Beweis. Uber einer Basis {1,w} von GF(q?) iiber GF(q) lisst sich die quadrati-

sche Form z +— az? + (az?)? als x — 2! M2z mit
Mo T(a) T(aw) '
T(aw) T(aw?)
schreiben. Als Diskriminante ergibt sich

det(M) = T(a)T(aw?) — T(aw).

Sei f2 € GF(q)* mit f € GF(¢*) \ GF(q).

Es ist a~!f € GF(q) dquivalent zu o? € GF(q) \ GF(¢?): Sei o® € GF(q). Sei
3 ein Erzeuger von GF(¢?)*. Dann gibt es a,b € Z mit f = Fe+@+)/2 ynd
a = BEHN@HD/2 Algg ist oL f = BRatR2)(@H)/2 = glatbi)(aHl) ¢ GF(q). Ist
nun umgekehrt a~'f € GF(q), d.h. g2+D@+D/2q ¢ GF(q). Sei a = 3°. Dann
muss gelten (¢ + 1) | ¢+ (2a + 1)(¢ + 1)/2. Also folgt (¢ + 1)/2 | ¢ und damit
o? € GF(q).

Fall 1: a7 f ¢ GF(q). Wihle w = o~ ! f. Es folgt

det(M) = T(a)T(a™* ) ~ T(f)
= Pla+a?) (@ + a7 = f2T(a)’a"@D

Wegen (—1)7! = —1 folgt, dass 2 = —1 mod GF(¢)*? dquivalent zu z7! = —1
mod GF(q)*? ist. Zudem ist f? kein Quadrat. Ist also a4t # —1 mod GF(q)*?,
soist 2T (a)?a~ @) = —1 mod GF(q). Nachist der Typ Q7 (1, q). Ist an-
dererseits a?t! Z —1 mod GF(q)*?, so folgt f*T(a)?a~*Y) £ —1 mod GF(q).

Nach [3.4.16[ist der Typ @~ (1, q).
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Fall 2: a1 f € GF(q). Sei w = f. Dann ist a = f'f fiir ein f’ € GF(q). Fiir die

Diskriminante folgt
det(M) = T(f' T (f' f*) = T(f'f*)* = (ff)T()* = T(f'f*) = =T(f )

Nach [3.4.16] ist der Typ QT (1,q), da —T(f'f)* = —1 mod GF(¢)** gilt. Da
a~lf € GF(q) dquivalent zu o € GF(q) \ GF(q)*? ist, folgt die Behauptung. [

Lemma 3.4.18. Sei 3 ein Erzeuger von GF(¢*)* und o € GF(¢*)*. Dann gilt

(a) Seiqg=1 mod 4.
a) Ist a = %%, so gilt o™ = —1 mod GF(q)* und o® ¢ GF(q)\ GF(q)**.
b) Ist a = 321 s0 gilt ot £ —1 mod GF(q)*2.
(b) Sei ¢ =3 mod 4.
a) Ist a = B s0 gilt a7 = —1 mod GF(q)** und o* ¢ GF(q).
b) Ist a = %%, so gilt a7 € GF(q)*2.

Beweis.

(a) a) Offensichtlich gilt a?™! € GF(q)**, also a?™ = —1 mod GF(q)*?. Gilt
nun o? € GF(q), so folgt ¢+ 1 | 4k. Nun ist aber 4 kein Teiler von ¢+ 1,
also gilt ¢ + 1 | 2k. Damit ist @ € GF(¢) und somit o? € GF(q)*%.

b) Klar, da ot = pgk+Da+l) ¢ GF(q)*2.

(b) a) Offensichtlich gilt f*+D@+D) = —1 mod GF(q)*2. Ist nun (62k+1)2 €
GF(q), so folgt ¢+ 1 | 2(2k + 1). Damit folgt aber 2 | 2k + 1 und dieser
Fall tritt somit nicht auf.

b) Klar, da a7t = g%+ ¢ GF(q)*2.

Damit lasst sich [3.4.17] anders aufschreiben.
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Korollar 3.4.19. Ist Q. = ax?, hat also den Typ Q (1,q?) und q ungerade, so
hat TQ, den Typ Q*(1,q), falls

1. a ¢ GF(¢*)** und ¢ =1 mod 4 oder

2. a € GF(¢*)** und ¢ =3 mod 4 gilt.
und den Typ Q~(1,q), falls

1. a € GF(¢*)**> und ¢ =1 mod 4 oder

2. a ¢ GF(¢*)** und ¢ =3 mod 4 gilt.

Bemerkung 3.4.20. Man kann das Ergebnis fiir Q(0, ¢*) auch dadurch beweisen,
dass man die Lésungsmenge fiir T(ax?®) bzw. (ax?)?™' = —1 direkt ausrechnet.
Sei o = v fiir einen Erzeuger v von GF(q*)*. Fine elementare Rechnung zeigt
dann, dass genau zwei Losungen dieser Gleichung fir 4 | ¢ + 1 — 2a existieren
und keine Losung fir gt q+ 1 —2a ezistiert. Die Rechnung ist im Folgenden kurz
angedeutet.

Hierzu stellt man zuerst fest, dass T(ax?) = ax?(1+a2 229V) gilt. Entspre-
chend muss die Lisungsmenge von (ax?)?~! = —1 berechnet werden. Ist x = °,

so ist eine Ldsung durch

¢ -1
2

=(¢g—1)(a+2b)

1—2a
gt+l-ca mit ° und x7° die einzigen

gegeben. Man sieht nun leicht, dass b =
Lésungen sind. Damit existieren die Lisungen genau dann, wenn 4 | ¢+ 1 — 2a.
Fir 4| q+1 folgt 2 | a als Bedingung, o muss also ein Quadrat sein. Fir Fir

4 q—1 folgt 2 | a — 1 als Bedingung, o muss also ein Nichtquadrat sein.

Lemma 3.4.21. Die Lisungsmenge von T («x?) fiir ¢ gerade hat 0,_ Punkte.

2

Beweis. Fiir g gerade ist x +— x° ein Automorphismus und z — Tz eine lineare

Abbildung von GF(¢°) nach GF(¢) mit Rang 1. Also ist 0. = [{z | T'(z) =
0} = {a? [ T(29) = 0}, O

Das folgende Resultat findet sich mit Beweis in [21] im Kapitel iiber Hadamard-
Matrizen oder in anderer Literatur iiber Hadamard-Matrizen. Hier folgt ein al-

ternativer Beweis.
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Lemma 3.4.22.

(a) Seia € GF(q) und
A= H(z.y) € GFg)* | a =z —y mit x,y € GFq)*},

so folgt A = (q—1)/4 fiir a € GF(q)*\ GF(q)**, A = (q+3)/4 fiira € GF(q)**
und A= (q+1)/2 fir a=0.

(b) Ist g =1 mod 4, so gilt

A= |{(z,y) € GF(q)? | a =z +y mit z,y € GF(q)™*}|.

Beweis. Im Fall ¢ =1 mod 4 ist
A=H{(z,y) € GF(¢)* | a = = +y mit z,y € GF(¢q)"*}]

klar, da —1 ein Quadrat ist. Sei b € GF(q). Ist b = 0, so hat b = z — y genau
(¢4 1)/2 Losungen (z,y). Ist b # 0, so hat b = z — y fiir z € GF(q)* die Losung

SRR
z 4 z 4
Man sieht leicht, dass genau 2/, —z',4b/z" und —4b/7 fiir z eingesetzt das selbe
Paar Quadrate liefern. Also hat jedes b # 0 mindestens (¢ — 1)/4 Losungen.
Genau dann, wenn b ein Quadrat ist, gibt es ein 2’ mit 2’ = 4b/2’ (mit 2’ = 2v/b,
wobei Vb € GF(q) eine Zahl mit Vb =b ist). Die (¢ —1)/2 Quadrate haben also
mindestens eine weitere Losung. Insgesamt hat man also (¢ +1)/2+ (¢ —1)%/4 +
(¢ —1)/4 = (¢ + 1)?/4 Losungen gefunden. Es gibt aber jeweils nur (¢ + 1)%/4
Moglichkeiten, ein Paar (x,y) zu wihlen. Also sind dies alle Losungen. ]
Lemma 3.4.23. Hat Q, den Typ Q~(1,q%) und ist e prim, so hat TQ, den Typ
Q (e —1q).
Beweis. Sei (v) € Q(1,q%). Ziel ist es, die Anzahl der isotropen Punkte in
T'r auszurechnen. Gesucht sind also die A € GF(¢°) mit 0 = T'(k(A\v, \v)) =
T(Nk(v,v)).

Fall ¢ gerade: Nach liefert jeder anisotrope Punkt von Q= (1,¢¢) genau

die 69_, isotropen Punkten eines e — 2-dimensionalen Unterraums. Dies liefert
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genau

(@' =D +1)/(g—1)=|Q (e — 1,q)]

Punkte.

Fall ¢ ungerade und e ungerade: Nach liefert jeder anisotrope Punkt von
Q™ (1,¢°) genau die 07 , isotropen Punkten eines Q(e — 1, q).

Fall ¢ ungerade und e = 2: Sei a ein Nichtquadrat in GF(¢?) und 22 — ay? die
zu Q~ (1, ¢*) gehorende quadratische Form. Schriinke diese Form auf einen Punkt
((x,y)) ein und betrachte A\ — o;,)A*. In homogenen Koordinaten mit y = 1
ist Qg1 = 2 — a und aqy = 1. Zahle also, wie oft a(,,) ein Quadrat bzw.
Nichtquadrat in GF(¢?) ist, um anwenden zu koénnen.

Klar ist, dass a9y = 1 ein Quadrat ist. Nach ist a1y = 22 —a in
(¢*—1)/2 Fillen ein Quadrat und in (¢?+1)/2 Fllen ein Nichtquadrat. Damit gibt
es (¢*+1)/2 Formen vom Typ Q*(1,¢) und (¢*+1)/2 Formen vom Typ Q~ (1, q)
(wobei esvon ¢ abhéngt, ob Quadrate oder Nichtquadrate Q7 (1, ¢) liefern). Dies
ergibt genau ¢* + 1 = Q (3, ¢) total isotrope Punkte. O

Korollar 3.4.24. Hat Q,, den Typ Q@ (n — 1,¢%) und e prim, so hat TQ, den
Typ Q@ (en —1,q).

Beweis. Die anisotrope Gerade ¢ von Q™ (n — 1, ¢%) steht auf einem Q*(n — 3, ¢°)
senkrecht. Damit ist T'Q),; eingeschréinkt auf £ ein Q~(2e — 1, ¢) und eingeschrankt
auf QT (n — 3,¢%) ein Q*(e(n — 2) — 1,¢q). Der Senkrechtraum eines Erzeugers
E € Qt(e(n —2) — 1,q) ist ein Kegel mit Spitze F und Basis Q~ (2¢e — 1,¢q).
Zusammen mit haben damit Erzeuger in 7'Q),, genau Rang (en — 2)/2. Es

handelt sich somit um einen Q~(en — 1, q). H

Korollar 3.4.25. Hat Q. den Typ Q(n—1,¢°) und ist q ungerade sowie e gerade,
so hat T'Q,. den Typ

(a) Qt(en —1,q), falls eine der folgenden Bedingungen gilt:
a) o® € GF(¢*?)\ GF(¢**)".
b) a®*! £ —1 mod GF(q*/?)*.

(b) Q= (en—1,q%?) in jedem anderen Fall. Es ist also o* ¢ GF(q*/?)\ GF(q*/?)*?
und a9t = —1 mod GF(q*/?)*2.
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Beweis. Folgt direkt aus (3.4.17], |3.4.13| und |3.4.24] mit |3.4.14] da die Reduktion
von GF(¢®) nach GF(¢*?) den Typ hyberbolisch oder elliptisch macht und jede

weitere Korperreduktion den Typ nicht mehr verdndert. O

Analog zum Fall Q(0, ¢¢) kann die Aussage umformuliert werden.

Korollar 3.4.26. Hat Q,, = ax? + x93+ ...+ Ty_12, den Typ Q(n—1,¢%) und
ist ¢ ungerade sowie e gerade, so hat TQ, den Typ Qt(en —1,q), falls

1. a ¢ GF(¢°)* und ¢ =1 mod 4 oder

2. a € GF(¢°)** und ¢ =3 mod 4 gilt.
und den Typ Q~ (en — 1,q), falls

1. a € GF(¢°)* und ¢ =1 mod 4 oder

2. a ¢ GF(¢°)** und ¢ =3 mod 4 gilt.

Bemerkung 3.4.27. Der Grund fir [3.4.2] ist folgender: Zwar sind alle qua-
dratischen Formen @, Q' des selben Rangs isomorph, es sind aber Q,, Q' nur
genau dann isometrisch, falls disc(f) und disc(f') beide ein Quadrat oder beide

ein Nichtquadrat sind.

Lemma 3.4.28. Hat x den Typ H(n — 1,¢*) und ist ¢ ungerade, so hat Tk den
Typ

(a) QT (2n —1,q), falls n gerade ist.
(b) Q= (2n —1,q), falls n ungerade ist.

Beweis. Offensichtlich gilt
Tk(v,w) = k(v,w) + k(w,v) = Tk(w,v).
Damit ist die Form symmetrisch. Zudem gilt
Tr(v,v) =2kr(v,v) < K(v,w) #0.

Damit sind die Nullstellen von T'x(v, v) identisch zu (v, v). Wegen g ungerade ist

dies identisch zu der Nullstellungenmenge der quadratischen Form der Quadrik.
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Der Polarraum P’ zu Tk hat also genau (¢+1)|H(n—1, ¢*)| Punkte. Ist n gerade,
folgt

(¢+ DHn —1,¢%)] = (¢+ D)@ + )00y,
=("+1)0)_, =1Q"(2n—1,q)|

und damit die Behauptung. Ist n ungerade, folgt

(@+DIH(n—1,¢) = (@+1)(¢" + 1)0], 3
= (" + 10,2 =1Q"(2n —1,9)|
und damit die Behauptung. O

Der Beweis zum letzten Lemma in [I4] nutzt ein deutlich anderes Argument,

indem die Diskriminante ausgerechnet wird.

Korollar 3.4.29. Hat k den Typ H(n — 1,¢%), e gerade und ist q ungerade, so
gehort Tk zu

(a) QT (en —1,q), falls n gerade ist.
(b) Q (en —1,q), falls n ungerade ist.

Beweis. Fiir erst mit [3.4.28die Reduktion von GF(¢°) nach GF(¢¢/?) durch. Jede
weitere Reduktion erhélt den Typ der Quadrik. ]

Um Kelly einen Fehler nachzuweisen, muss die Reduktion von H(n — 1, ¢?) fiir

gerade ¢ noch etwas allgemeiner behandelt werden.

Lemma 3.4.30. Hat x den Typ H(n — 1,¢*) und ist q gerade, so hat Tak fiir
kein o € GF(q*) den Typ QT (2n —1,q) oder Q= (2n —1,q).

Beweis. Sei Tk symmetrisch. Fiir alle v, w € GF(¢*)" gilt also
Tak(v,w) =Tark(w,v). D.h.

ak(v,w) + alk(w,v) = a?k(v, w) + ar(w,v).

Dies gilt genau dann wenn a? = «. Da ¢ gerade ist, heifit dies aber a? = —a und

die Form wird symplektisch, also insbesondere nicht symmetrisch. O]
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P P’ k' bzw. TQ,  Bedingungen
H(n—1,¢%¢) H(en—1,¢°) Tk e ungerade
H(n—1,q¢%) Wen—-1,q9 Tak a#0,Ta=0
H(n—1,q¢%) W(2n —1,q) Tk q gerade

H(n—1,q¢?%) Q (2n—1,9) Tk n ungerade, q ungerade
H(n—1,q¢%) Qt@en—1,9) Tk n gerade, q ungerade

W(n—1,q°) W(en —1,q) Tk
€

Q+(n7 1>q ) Q+(6TL7 lvq) TQN

Q (n—1.¢°) Q (en—1q) TQn

Q(n —1,q°%) Q(en —1,q) TQx q ungerade, e ungerade

Q(n —1,q°%) Qt(en—1,9) TQx q ungerade, e gerade, disc(TQx) Z —1 mod GF(q)*?
Q(n—1,q°) QR (en—1,q9) TQkx q ungerade, e gerade, disc(T'Qx) = —1 mod GF(q)*?
Q(0,q°) Qt(e—1,q9)  Tox? 4] q+1, e gerade, o € GF(g%)*?

Q(0,¢%) Qt(e—1,9)  Tox? 4] g—1, e gerade, o« ¢ GF(¢?)*?

Q(0.¢°) Q(e—1.q) Taa? 4]g+1, e gerade, a ¢ GF(¢?)*2

Q(0,4°) Q (e—1,9) Tax? 4| q—1, e gerade, o € GF(q?)*?

Abbildung 3.2: Tabelle der Isomorphietypen fiir Kérperreduktionen nach Kelly (mit einigen Doppelungen als
Spezialfille).

3.4.2 Intriguing Sets durch Korperreduktionen

Im Folgenden sei P’ der zur Form k' gehorende Polarraum. Ziel ist es, zu zeigen,
dass ein Intriguing Set Z von P ein Intriguing Set Z' := R(Z) induziert. Der
Beweis ist im Wesentlichen identisch zu Kelly.

Sei im Folgenden b die zu x gehorige Bilinearform. Dann gilt

Lemma 3.4.31. Sei P € PG(n,q°) und Q € P, so dass b(u,v) # 0 fir alle
Vektoren u € Q und v € P mit u,v # 0 gilt. Dann ist jeder Punkt P’ € R(P) mit

e—1

1
genau q—l Punkten aus R(Q) kollinear.

Beweis. Die Einschrankung der Abbildung w +— b(w,v) auf den Punkt @ ist
eine Bijektion in GF(¢°). Die GF(g)-lineare Abbildung L : GF(¢¢) — GF(q) mit
2 + Taz hat vollen Rang. Damit gibt es genau ¢°~! Vektoren im Kern von L,
d.h. die Tab(w,v) = 0 erfiillen. Diese Vektoren bilden somit einen Unterraum W

tiber GF(q) des Rangs e — 1. Damit enthdlt W genau 6._» Punkte von P O

Lemma 3.4.32. Sei P € PG(n,q%), P' € R(P) NP und sei A C S eine Punkt-
menge von P. Sei des Weiteren o .= |P+ N A| und 3 := |A|. Dann gilt

PP NR(A)| = ag” ! + 3.

Beweis. Sei Q € A. Ist Q ¢ P*, so sind nach Lemma [3.4.31 genau 6,_, Punkte
von R(Q) in Pt Ist Q € P, so liegt nach Definition von  der total isotrope
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Unterraum R(Q), d.h. §._; Punkte, in P'*. Es gibt a Punkte in P+ und 3 — «
Punkte in A\ P+, also

P NR(A)| = abe_1 + (B — @)be_g = ag" " + (6,_s.

Nun folgt der angekiindigte Satz.

Satz 3.4.33. Sei T ein Intriguing Set eines Polarraums P mit o == |P+ NZ| fiir
PeP\Z. Gilt|Q+*NZI| =« fiir jeden Punkt Q € PG(n,q°)\P, so ist T' = R(ZT)
ein Intriguing Set von P'. D.h. ein m-Ovoid von P ist ein mb._1-Ovoid von P’
und ein x-Tight Set von P ist ein x-Tight Set von P'.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir P’ € P’ nur zwei verschiedene Zahlen |P'* NT'|
auftreten. Der Punkt P’ liegt in R(Z), R(P) \ R(Z) oder P'\ R(PP). In diesen drei
Féllen kann man mit [3.4.31] und [3.4.32| die Schnittzahlen berechnen.

P' € R(Z) = 7': der Punkt P steht auf (¢"~' — 1) + x6,_5 Punkten von 7
senkrecht. Nach Lemma folgt damit, dass P’ auf

PN " +|T]0e—2

Punkten von Z’ senkrecht steht.

P € R(P)\ R(Z) oder P" € P’ \ R(P): beide Félle ergeben genau dann die
selbe Schnittzahl, wenn [P+ NZ| = |Q+ NZ| fiir alle P,Q € PG(n,¢%) \ Z gilt.
Dann steht in beiden Féllen jeder Punkt P’ auf

|IPE N T 4 |Z)|0es

Punkten von Z" senkrecht. Jedes Intriguing Set in einem Polarraum ist ein m-
Ovoid oder ein z-Tight Set. Zudem wurde fiir P € Z und Q € 7 gezeigt:

|PrNI|>|Q NI & |PPnT|>|Q-nT).

Damit bleibt ein z-Tight Set ein z’-Tight Set und ein m-Ovoid ein m/-Ovoid. Ein
Vergleich der Parameter zeigt, dass ein x-Tight Set ein x-Tight Set bleibt und

aus einem m-Ovoid ein m#,_;-Ovoid wird:
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Die Menge 7’ hat |Z'|0!_, Punkte. Ist also Z ein z-Tight Set und r der Rang
eines Erzeugers in P, folgt
7' = xefilﬁgfl = z0;,_;.
Ist Z ein m-Ovoid, folgt mit Jp — 1 = (¢°)" = ¢
kommenden P und P’ (also P € {H(n—1,¢*), W(2r—1,¢%),Q (n—1,¢°)}, sieche
z.B. Abschnitt

= vp — 1 fiir alle in Frage

|I,| = mﬂpﬁg_l = mﬁg_lﬁﬂw.

Dies fiihrt zu den folgenden Ergebnissen™:
Korollar 3.4.34.

(a) Besitzt H(2r,q*¢) ein m-Ovoid, dann besitzt

e H(e(2r+1)—1,¢%) en m@Zz_l—Ovoid fiir ungerade e.

o W(2e(2r+1)—1,q) ein mbi._,-Ovoid.

e Q (2e(2r+1)—1,q) ein mbi,_,-Ovoid fiir ¢ ungerade.
(b) Besitzt H(2r — 1,¢%*) ein z-Tight Set, dann besitzt

o H(e(2r —1) —1,¢%) ein x-Tight Set fiir ungerade e.

o W(der —1,q) ein x-Tight Set.

e Q" (der — 1,q) ein x-Tight Set fir q ungerade.
Besitzt W (2r —1,¢°) ein m-Ovoid bzw. x-Tight Set, so besitzt W (2re — 1,q) ein
mb?_,-Ovoid bzw. ein x-Tight Set.
Besitzt QT (2r — 1,¢%) ein x-Tight Set, so besitzt QT (2re — 1,q) ein x-Tight Set.
Besitzt Q~(2r+1,¢°) ein m-Ovoid, so besitzt Q~ (e(2r+2)—1,q) ein 07_,-Ovoid.

Beweis. In all diesen Féllen sicht man mit [3.2.1] dass [P+ NZ| = |Q+ N Z| fiir
alle P € PG(n,¢?) \P und Q € P\ Z gilt, da P* NZ ein Intriguing Set ist:

*Kelly ignoriert in [I5], dass ein hermitescher Polarraum fiir ¢ gerade keine Quadrik liefert.
Entsprechend ist das Ergebnis hier abgeéndert.
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Fiir H(2r, ¢*¢) ist
IPENTZ) =m(l+ ¢ D) = |Q*nZ|
Fiir H(2r — 1, ¢%) ist
PN =261, = |Q N1

und analog fiir die verbleibenden Polarrdume. Solche Schnittzahlen wurden schon

hinreichend im Abschnitt iiber Hyperebenen behandelt und werden ebenso noch-
mal ausfiihrlich in Abschnitt berechnet. ]

3.5 m-Systems

Shult und Thas stellen in [26] m-Systems, eine Verallgemeinerung von Ovoi-
den und Faserungen, vor. Allgemein ist die wesentliche Erkenntnis, die in [20]
vorgestellt wird, ein Zusammenhang zwischen Ovoiden und Faserungen. In dem
speziellen Kontext dieser Arbeit sind m-Systems deswegen interessant, weil jedes
m-System ein 6,,-Ovoid ist. Die Literatur zu m-Systems liefert also eine Fiille
an Beispielen fiir 6,,-Ovoide. Hier werden m-Systems ausschliefllich unter dem
Aspekt betrachtet, dass es sich um 6,,-Ovoid handelt. Bei der Konstruktion von
m/-Systems wird sich also teilweise darauf beschrinkt, festzustellen, dass es sich
um 6,,,-Ovoide handelt.

Definition 3.5.1. Sei P eine klassischer endlicher Polarraum von Rang r > 2.
FEin partielles m-System von P mit 0 < m < r — 1 ist ein Menge von k > 0

total singuldren m-dimensionalen Unterrdumen Uy, Us, ... Uy, so dass fiir alle

iFJ
gilt.

Ein partielles 0-System entspricht einem partiellen Ovoiden. Ein partielles (r —

1)-System entspricht einer partiellen Faserung.
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Satz 3.5.2. Sei M ein partielles m-System des Polarraums P. Dann gilt

M| < 4,

Bewezs. Es sei

M::UU.

UeM

Ein partielles (r — 1)-System ist eine Teilfaserung der Punktmenge von P in

Erzeuger. Ein Erzeuger hat 6,._; Punkte. Mit P = 1,.0,_; folgt die Behauptung.

Sei nun m < r — 1. Sei o := |M|, A, = 9,0,_1 die Anzahl der Punkte eines
Polarraums vom selben Typ wie P und W die Menge der (m + 1)-dimensionalen
Unterraume W, fiir die ein U € M mit U C W existiert. Sei des Weiteren fiir
P, cP\ M

ti=|{WeWw|PeWw}

Zihle die Paare (P;, &) mit P, € P\ M und & € W doppelt ab. Durch jeden
Punkt P; gehen genau t; Unterrdume aus W. Andererseits ist fiir U € M

‘UJ_ \ U‘ = qm-HArfmfl-
Es folgt
Z t = CYq7TL+1A’41”77nfl-

Zahle als nichstes die Tripel (P;, &, &) mit P, € P\ M, £, € W, £ # ¢ und
P, € €N ¢ Fiir die Unterrdume U, U € M gilt

|UvL N UL| = A'I‘—m—h
also folgt

D tilti—1) = a(e = ) Ay,
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Dann lésst sich schreiben
IP\M| = A, — ab,,.
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwartz gilt

P\ Y - (Yon) 0

Nun folgt

St = (D tlti—1) + D ti= A (o — 1+
und
2
(S0 =t
womit folgt (geteilt durch aA,_,,_16,,)
o’ +a ((qu -1)—A./0n+ Ar_m_1q2m+2/0m) —A(g—1)<0.
Eine einfache Rechnung zeigt nun die Behauptung. Es gilt

Ar - Ar—m—1q2m+2 - 197"97”—1 - ﬁr—m—lqm+19r—m—2qm+1
= ﬁrer—l - (797‘ -1+ qm+1)(07‘—1 - Hm)
— 9.0, — (" — 1) (61 — O,).

Damit folgt

<qm+1 - 1) - Ar/em + Ar—m—1q2m+2/0m
— qm""l — 1= 791“ — (qm—i-l — 1) + (qu - 1)97“—1/9771
=0,1(¢—1)~ ¥, =¢ —1-9,.
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Dies liefert fiir « die gesuchte Schranke:

9y —q" + 1

aé+++\/(19—qr+1)2/4+1%(q’"—1)
0 —q +1

:+++\/(19+q7’—1)2/4:1§‘r.

O

Definition 3.5.3. Fin partielles m-System M heifst m-System, wenn M die
Schranke in Satz mit Gleichheit erfillt, d.h. |M| =9, gilt.

Korollar 3.5.4. Fiir ein m-System M ist (mit den Bezeichnungen aus dem Bewis

von gilt fir alle i
l; = 197’—m—1-

Beweis. Gilt Gleichheit [4.1.4], so muss t; fiir alle ¢ den selben Wert annehmen
und es gilt

ti=> t/[P\M]|
o ﬁrqm—i_lﬁr—m—lg'r—m—Q
B 191“07“—1 - ﬁrem

Y, 10r
q r—m—1 2 :0r_m_1‘
‘97“—1 - 9m

Korollar 3.5.5. Fin m-System ist ein 0,,-Ovoid.

Beweis. Sei M ein m-System. Ein Punkt P € M steht auf dem Element U €
M mit P € U senkrecht, alle anderen Elemente von U schneidet P+ in einem

(m — 1)-dimensionalen Raum. Es folgt

PN M| =6, + (9 — 1)0py
- (em - 1)/191”—1 + 1.

Ein Punkt P € P\ M ist nach auf ¥,_,,_1 Elementen von M senkrecht, die

weiteren ¥, — ¥,_,,—1 Elemente werden in (m — 1)-dimensionalen Unterrdumen
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getroffen. Dies ergibt

IPEOM| =0 1O+ (9 — Drp1)Oms
= Vb1 +Vrm1q™
= (q0r—1 —q+ 1) + 0,1 +¢" -1
= V,_10,,.

Damit handelt es sich um einen 6,,,-Ovoid. ]

In [26] finden sich noch eine Reihe an Konstruktionen von Intriguing Sets durch
Korperreduktionen. Es handelt sich hierbei jeweils um Spezialfille von [3.4.34]
Deswegen wird hier nicht weiter darauf eingegangen.

Vergleichsweise umsténdlich ist es, Teil (a) des Theorems 13 in [26] mit [3.4.34

nachzuvollziehen. Es besagt:

Lemma 3.5.6. Ein m-System von Q(2r,q?) liefert ein m'-System von QT (4r +
1,q). Ist q gerade, liefert es auch ein m’-System von Q(4r,q).

Als Intriguing Set betrachtet, ist also zu zeigen, dass ein m-Ovoid von Q(2r, ¢%)
einen m/-Ovoid von Q*(4r + 1, q) bzw. fiir ¢ gerade auch Q(4r,q) liefert (m und
m’ sind natiirlich nicht identisch zu denen im Lemma). Wie bereits bekannt, ist
ein m-Ovoid von Q(2r,¢?) auch ein m-Ovoid von Q*(2r,¢?) und dieser liefert
wiederum einen m’-Ovoiden von Q*(4r + 1, ) per Korperreduktion. Dies liefert
den ersten Teil der Aussage. Ist nun ¢ gerade, ist Q(2r, ¢*) isomorph zu W (2r —
1,¢*) und Q(4r,q) isomorph zu W (4r — 1,q). Die Kérperreduktion von W (2r —
1,¢%) nach W(4r — 1,q) liefert sofort, dass ein m-Ovoid von Q(2r,q?) einen m/-
Ovoid von Q(4r,q) induziert.

Fiir diese Arbeit interessant ist noch die folgende Konstruktion von #3-Ovoiden
des Q7 (7,q). Sie nutzt aus, dass in Q7 (7,q) eine Faserung existiert und es zwei

Typen 1 und 2 von Erzeugern gibt.

Lemma 3.5.7. Seien S; und Sy Faserungen von Q*(7,q), wobei Sy aus Erzeu-
gern von Typ 1 und Sy aus Erzeugern von Typ 2 besteht. Dann existiert zu jedem
Erzeuger aus S1 genau ein Erzeuger aus So, so dass sich die Erzeuger in einer
Ebene schneiden. Diese ¢* + 1 Ebenen bilden ein 2-System von Q*(7,q).
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Beweis. Ein Erzeuger von S; hat 3 Punkt und wird durch die Erzeuger von S,

partitioniert. Erzeuger verschiedenen Typs schneiden sich in 1 oder 6, Punkten.

Also ein Erzeuger aus Sy trifft genau einen Erzeuger aus S; in einer Ebene 7.
Da 7 nur in zwei Erzeugern liegt und 7+ somit keine andere solche Ebene trifft,

handelt es sich um ein 2-System. O]

3.6 Irreduzible Tight Sets durch Uberdecken eines Erzeugers

Die folgenden Konstruktionen wurden von Linda Beukemann und dem Autor
gefunden und sind bisher unveréffentlicht. Dem Autor sind keine weiteren Quellen
fiir diese Konstruktionen bekannt, obwohl sie sich sofort aus |3.1.2| ergeben.

Wéhlt man eine Menge von Erzeugern U, so dass es einen Erzeuger G ¢ U mit

cclyu

veld

SO ist

(Z) e

fiir ein geeignetes a € Z offensichtlich ein nicht-negatives (|U/| — «)-Tight Set.

Lemma 3.6.1. (a) Es gibt fiir jeden klassischen Polarraum P der Dimension d
ein nicht-negatives q-Tight Set T, so dass ein Unterraum der Dimension d—2
nur Punkte mit Gewicht q enthdlt und alle anderen Punkte Gewicht 1 oder 0
haben.

(b) Ist P nicht hyperbolisch, so kann man T nicht als Summe ungewichteter Er-

zeugern schreiben.

Beweis. Sei G ein Erzeuger von P. Wihle eine Cogerade g von GG. Durch g gibt es
q+1 Hyperebenen von G. Wéahlt man nun eine Menge U von ¢+ 1 Erzeugern mit
G ¢ U durch g, so dass jede der g + 1 Hyperebenen durch genau einen Erzeuger

iiberdeckt wird, so iiberdecken diese Erzeuger offensichtlich G. Die Menge

r(x0) o

veld
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ist somit ein ¢-Tight Set.

Ist 7 ist eine Summe von ¢ Erzeugern, so treffen diese jeweils G genau in
g. Im hyperbolischen Fall sind dies die ¢ Erzeuger eindeutig als die Erzeuger F
festgelegt, fiir die gilt:

e F hat den selben Typ wie G,
e F# G und
e gCFE.

Diese Erzeuger treffen sich nur in g, treffen aber jedes Element von i in einem
d — 1 dimensionalen Unterraum. Also entsprechen diese ¢ Erzeuger genau dem
g-Tight Set.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ im nicht-hyperbolischen Fall so gewéhlt werden
kann, dass 7 keine Summe von Erzeugern ist.

Seien Ej, ..., E, die ¢ Erzeuger, die 7 iiberdecken. Jeder Punkt in g hat Ge-
wicht ¢, also muss jeder Erzeuger E; als Cogerade g enthalten. Seien U; und U,
Erzeuger von U. Ein Erzeuger E; trifft U; in einer Hyperebene h; von U;. Nur die
Punkte in g haben ein Gewicht grofer als 1, also gilt h; # h; fiir ¢ # j. Natiirlich
gilt F; C hf und insbesondere E; N Uy = hf N Usy. Also sind Ey, ..., E, schon
durch zwei Erzeuger aus U eindeutig bestimmt.

Die Menge U hat g+ 1, also mindestens 3, Elemente. Genauso gibt es im nicht-
hyperbolischen Fall mindestens zwei Moglichkeiten fiir die Wahl jedes Erzeugers
fiir U. Damit lassen sich die Erzeuger von U so wahlen, dass 7 keine Summe von

Erzeugern ist. L

Die Konstruktion basiert darauf, eine blockierende Menge von Hyperebenen
eines Erzeugers bzgl. Punkten zu wéhlen (ein Cover). Ist ¢ ein Quadrat, so hat
nach [27] die zweitkleinste solche Menge ¢ 4 /g + 1 Punkte, es gibt also ein
gewichtetes (¢+/q)-Tight Set in Q7 (5, ¢), dass keine Summe von Erzeugern ist.
Allgemein gibt es nach [27] immer eine solche blockierende Menge mit 3(¢ + 1) /2
bzw. 3(q¢ + 2)/2 Punkten (fiir ¢ ungerade bzw. gerade), so dass fiir alle ¢ ein
3(q — 1)/2- bzw. 3q/2-Tight Set existiert, dass keine Vereinigung von Erzeugern

ist.

Lemma 3.6.2. Die beschriebene Konstruktion liefert fiir die genannten blockie-

renden Mengen in QT (5,q) Tight Sets, die keine Summe von Erzeugern sind.
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Beweis. Verwendet man die Konstruktion fiir alle genannten blockierenden Men-
gen, erhéilt man in G zwei Punkte P und () mit einem Gewicht grofler als 0 nach
dem einmaligen Entfernen von G, so dass durch PQ ein Erzeuger U € U geht.
Hat G den Typ 1, so besteht U aus Erzeugern vom Typ 2. Angenommen, das
entstehende Tight Set sei eine Summe von Erzeugern. Da G nach dem Entfer-
nen von G keine Geraden mehr enthélt, miissen P und ) beide durch Erzeuger
G1 # Gy von Typ 1 getroffen werden. Es sind G; N U und Gy N U Geraden,
die sich in U \ G treffen. Damit enthélt das entstehende Tight Set einen Punkt
P € U\ G mit Gewicht 2. Nach Konstruktion kénnen aber nur Punkte in G
ein Gewicht grofler als G haben, da sich die Erzeuger aus ¢ nur in G treffen.
Widerspruch. |

Ahnlich lassen sich auch ungewichtete Tight Sets konstruieren, in dem man
darauf achtet, dass vor dem Entfernen des Erzeugers G jeder Punkt in G das
gleiche Gewicht hat.

Sei hierzu G ein Erzeuger eines Polarraums P mit Rang r. Sei ‘H die Menge
der Hyperebenen von G. Sei f : H — X\ {G} eine Abbildung mit H C f(H) fiir
H € H in die Menge der Erzeuger X ohne G.

Lemma 3.6.3. Es ist

<Z f(H)> —0,5G

HeH
ein ungewichtetes q"~'-Tight Set.

Beweis. Hier ist also d = {f(H) | H € H}. Keine zwei Erzeuger aus U treffen
sich auflerhalb von G in einem Punkt P: Angenommen, dem sei so. Dann steht
P auf G komplett senkrecht. Also enthélt P einen total isotropen Unterraum des
Rangs r + 1. Widerspruch. Damit ist das entstehende Tight Set ungewichtet.
Wegen |H| = 6,_; ist es ein ¢"~'-Tight Set. O
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3.6. Irreduzible Tight Sets durch Uberdecken eines Erzeugers

Lemma 3.6.4. Fir r = 0 mod 2 existiert eine Faserung F eines Erzeugers.

Dann ist

(Z f(H)> -G

HeF
ein ungewichtetes ¢"/*-Tight Set.

Beweis. Hier ist also U = {f(H) | H € F}. Wie eben treffen sich keine zwei
Erzeuger von U auflerhalb von G. Also ist das entstehende Tight Set ungewichtet.
Wegen |H| = ¢'/? + 1 ist es ein ¢"/>-Tight Set. O
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4 Existenzresultate

In diesem Kapitel soll auf ausgewihlte Existenzresultate zu Intriguing Sets ein-
gegangen werden. Hierzu wird in Abschnitt der Begriff der projektiven Menge
eingefiithrt, um damit in |4.2] die Nichtexistenz bestimmter m-Ovoide beweisen zu
konnen. In Abschnitt wird dann ein Resultat, dass die Struktur von kleinen
Tight Sets in Q7 (5, ¢) beschreibt, vorgestellt und auf nicht-negativ gewichtete
Tight Sets verallgemeinert.

4.1 Differenzmengen und Projektive Mengen

Calderbank und Kantor haben in [§] bestimmte projektive Codes untersucht
und dazu projektive (m,n + 1, hy, hy)-Mengen und deren Beziehung zu stark

reguldren Graphen betrachtet.

Definition 4.1.1. Fine projektive (m,n+ 1, hy, ho)-Menge M ist eine nichtleere
Punktmenge des Raumes PG(n,q) mit |M| = m, so dass jede Hyperebene M

entweder in hy oder in hy Punkten trifft.

Calderbank und Kantor brachten solche projektive Mengen in Beziehung zu

{A1, A2 }-Differenzmengen.

Definition 4.1.2. Sei Q eine nicht-leere Menge von Vektoren aus V' \ {0}, wobei
V' ein Vektorraum tiber GF(q) ist. Dann heifit ) genau dann Differenzmenge
tiber GF(q), wenn

GF(q)*Q2 =
und fir alle v € V' \ {0} gilt

A1, falls v € €.
Ao, falls v ¢ Q.

’{(x>y) | T,y € Q U?’Ld.ﬁlﬁ—y:’l}}’ =
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4.1. Differenzmengen und Projektive Mengen

Sei Q eine Menge von Vektoren aus V = GF(¢)X mit Q@ = —Q und 0 ¢ Q.
Definiere G(f2) als einen Graph mit V' als Knotenmenge, in dem zwei Knoten v

und w genau dann verbunden sind, wenn v — w € §Q gilt.

Die Anzahl der gemeinsamen Nachbarn von zwei Knoten v, w des Graphen ist

HueV]v—ueQ, w—uecQ}
=HueV (r,y)|v-—u=z, w—u=y, z,y € Q}
=H{(z,y) |v-—w=2—-y, x,y € Q}|

Damit ist G(2) offensichtlich genau dann stark regulér mit

N =|V]=q¢", k=19,
)\:/\1, /1,:)\2,

wenn () eine Differenzmenge ist. Beachte, dass von der Bedingung GF(q)*Q2 = Q
an Differenzmengen nur €2 = —¢2 benutzt wurde. Im Folgenden soll ein Zusam-

menhang zwischen Differenzmengen und projektiven Mengen hergestellt werden.

Bemerkung 4.1.3. Die in[3.4.29 betrachtete Menge ist fast eine Differenzmenge.
Allerdings ist dort die Bedingung GF(q)*Q) = Q nicht erfillt. Es gilt aber Q) = —.
Damit ist G(2) also stark reguldr.

Betrachte hierzu eine Menge Q mit GF(¢)*Q = Q und (Q) = V und m, so dass
m(q — 1) = Q. Ordne die Vektoren vy,...,vy von V, um eine Adjazenzmatrix
A = (a;j) von G(Q) zu definieren. Sei x : GF(¢) — C* ein Homomorphismus der
additiven Gruppe von GF(g) mit x(a) # 1 fiir mindestens ein a € GF(q) auf den

Einheitskreis.

So ein Homomorphismus existiert: Betrachte GF(q) als Vektorraum iiber GF(p)
mit p prim. Sei {vy,...,v4} eine Basis von GF(q) iiber GF(p). Setze nun

X(v;) = TP,
Hierdurch ist x eindeutig bestimmt, da v = ) k;v; auf exp(27i (D k;) /p) abge-

bildet wird, und ein Homomorphismus mit y(v;) # 1.
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4.1. Differenzmengen und Projektive Mengen

Fiir u € V ist dann x,(v) = x(u'v) ein Homomorphismus der additiven Grup-
pe von V nach C. Definiere den Vektor e, € CV als

(€0)i = xo(vi) (4.1.4)

firi=1,...,N.

Lemma 4.1.5. Der Vektor e, ist ein Figenvektor von A mit Eigenwert (q —
1)(m — w,) — w, wobei w, definiert ist durch (¢ — 1)(m —w,) = |v N Q|. Die

Vektoren e, mit v € V bilden eine Basis von CN.

Beweis. Der Vektor e, ist ein Eigenvektor, denn es gilt

= va(%)aij
= Z Xv U; azy Z Xv (% azy

v;—v;€Q v;—v; ¢
= E Xv vz E Xv u + v]
v; —v; €8 u€es)

= (Z Xv(u)> Xv UJ (Z Xo(u > ev);

Fiir x gilt fiir das a € GF(q) mit x(a) # 1:

S o= 3 wa+rn)=x@) 3 0.

beGF(q) beGF(q) beGF(q)

Da x(a) # 1 vorausgesetzt wurde, muss Y, qp(, X(b) = 0 gelten. Also folgt aus
x(0) = 1 die Gleichung

Y. xla)=-1

aeGF(g)*
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4.1. Differenzmengen und Projektive Mengen

Hiermit lésst sich nun der Eigenwert zu e, berechnen:

D xo(w) =Y xelw) + ) xo(u)

u€eN uGQ ueQ

utv=0 utv#£0

= g X( vt u) + E E Xv au)
uefl uEQ OLEGF
utv=0
uGQ uEQ QEGF q)
utv=0

D E i
U,GQ uGQ
wtv=0 wto=1

= (¢ = D(m = wy) — w,.

Es bleibt zu zeigen, dass die Vektoren e, eine Basis bilden. Nun gilt

N N
€l = ZX(UtUi)X(thz‘) = ZX((U +w)v;)
i=1 i=1
N, falls v+ w =0,
0 sonst.
Damit bilden die e, eine Orthogonalbasis. O

Dies fithrt zu dem folgenden Satz, der im Wesentlichen schon von Delsarte in

[11] bewiesen wurde.

Satz 4.1.6. Sei M = {{y;) | i = 1,...,m} eine nicht leere Punktmenge des
PG(n,q) und sei Q@ ={v e V\ {0} | (v) € M}. Ist (M) = PG(n,q), so sind die

folgenden Aussagen dquivalent:
1. Q ist eine { A1, Ay }-Differenzmenge.
2. G(Q) ist stark requldr.

3. M st eine projektive (m,n + 1,m — wy, m — wq) Menge fiir bestimmte w;

und wsy.

Beweis. Wie bereits gezeigt, sind (1) und (2) nach Definition dquivalent. Es bleibt
die Aquivalenz von (2) und (3) zu zeigen. Ist der Graph G(2) stark regulir, so hat
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4.1. Differenzmengen und Projektive Mengen

er drei Eigenwerte. Nach Lemmal[4.1.5 haben diese die Form (¢ —1)(m —w,) —w,,
wobei v = 0 ein Eigenvektor ist. Da 0+ keine Hyperebene ist, gibt es somit genau
zwei Schnittzahlen mit Hyperebenen und M ist somit eine projektive Menge.
Ist nun umgekehrt M eine projektive Menge, so hat A drei verschiedene Ei-
genwerte e, et und (¢ — 1)m, da es fiir Hyperebenen in projektiven Mengen nur
zwei Schnittzahlen gibt. Dabei ist 1 die Vielfachheit des Eigenwerts m(q — 1), da

nur Vielfache von ey = j Eigenvektoren zu diesem Eigenwert sind. Also gilt
(A—e E)(A—etE)=aJ
und damit gilt
A= (e +eNA+e e E4+m(qg—1)J.

Somit ist A die Adjazenzmatrix eines stark reguldren Graphen. O

Durch ist klar, dass eine projektive Menge mit den Schnittzahlen (m—w,)

und (m — ws) somit die Eigenwerte m(q — 1) sowie

et = (

qg—1)(m—wy) —w = (¢g—1)m— quy
und

e = (q—1)m — quy
mit wy < wy hat. Fiir stark regulidre Graphen gilt die Gleichung
A=N—wWA+ -k +pJ=("+e)A+e eI+ pl (4.1.7)

Da e™, e" und k bekannt sind, kann man g und A ablesen.

Korollar 4.1.8. FEine stark regulirer Graph gemdaf$ Satz[{.1.6 mit den Parame-
tern (N, k, A\, ) hat die folgenden Parameter:

N — qn+1
k=m(qg—1)
AN=k?+3k— (k+1)gle” +e")+qg%e e’
2
p=k*+k—kqle +et)+qge et = a wi@
qn
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4.2. Existenzaussagen fiir m-Ovoide

Man kann eine projektive Menge auch direkter im Sinne einer Differenzmenge

beschreiben.

Korollar 4.1.9. Die Punktmenge M aus Satz[{.1.0ist genau dann eine projektive

Menge, wenn es Konstanten E und E' gibt, so dass
1. P ¢ M mit genau E Paaren (Q,R) € M x M
2. P € M mit genau E' Paaren (Q,R) € M x M
kollinear ist. Ist M eine projektive Menge, so gilt . = 2FE und A = 2E' + ¢ — 2.

Beweis. Sind drei Punkte (v), (x) und (y) kollinear, so gibt es eindeutig bestimm-
te o, f € GF(q) mit ax + Sy = v. Gibt es nun E bzw. E’ solcher Paare ((z), (y)),
heifit dies, dass es sich um eine {E’(q — 1), E(q — 1) }-Differenzmenge und damit
einen stark reguldren Graphen handelt. Andererseits existieren £ und E’ auch
nur dann, wenn M eine projektive Menge ist.

Nun ist bei (v) € M der Vektor v noch mit ¢ — 2 weiteren Vektoren aus (v)
kollinear. Damit folgt

uw=2"F
A=2E"+q—2.

4.2 Existenzaussagen fiir m-Ovoide

In [3] wird festgestellt, dass die m-Ovoide bestimmter Polarrdume immer projek-
tive Mengen sind und sich dadurch zusammen mit den vorgestellten Ergebnissen

aus [§ Aussagen iiber die Existenz von m-Ovoiden treffen lassen.

Lemma 4.2.1. Sei P einer der Polarrdume H(2r,q*) oder Q= (2r +1,q), P ein
Punkt aus dem zugehorigen projektiven Raum P und O ein m-Ouvoid von P mat

(O) = P. Dann ist

PN O| = —md,_,.
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4.2. Existenzaussagen fiir m-Ovoide

Beweis. Wegen P ¢ P ist Pt eine nicht-ausgeartete Hyperebene. Nach
handelt es sich hierbei um ein ¥, _;-Tight Set und trifft damit O in genau md,_;
Punkten. O]

Satz 4.2.2. Sei P einer der Polarriume H(2r,q*), Q= (2r+1,q) oder W (2r—1,q)
und O ein m-Ovoid gemdf Lemma [{.2.1. Dann ist O eine projektive Menge
und definiert einen stark requliren Graphen mit den folgenden Parametern mat

B € {q,q*} als GriPe des zu Grunde liegenden Kérpers:

N = gt
k=mv.(6—1)
A=m(B—-1)B+m(B-1) - VN
p=m(B—1)(m(B—-1)+1)

Beweis. Nach ist klar, dass ein Ovoid eines Polarraums zwei Schnittzahlen
hy und hy mit Hyperebenen hat, so dass es sich wegen |O| = md, um eine
[md,.,n+ 1, hy, he]-Projektive Menge handelt. Es bleibt, die Parameter des stark
reguldren Graphen mit Hilfe von auszurechnen. Dies ergibt

N = ﬁnJrl
E=md.(6—1)

und es lassen sich mit
hl = mz?r_l und hg = m19,,_1 - 197«_1 +1
die beiden weiteren Parameter A und p berechnen. Es ist

wiwy = (M, — mid,_q1)(md, —mi,_; + ﬁ"T_l)
= m2(19r — V1) (m (0 — V1) + 5%_1)
=mf"7 (B~ 1)(m(B —1) +1).

Dies fithrt zu

p= 67wy = m(B - 1)(m(B — 1) + 1)
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4.2. Existenzaussagen fiir m-Ovoide

P | H(2r,¢%) Q™ (2r+1,q) W(2r—-1,q)

N q4r+2 q27‘+2 q27‘

k| m(¢> —1)(¢* T + 1) m(g—1)(¢"T +1) m(qg—1)(¢" +1)

A m(@-1)B+m(®—1)—¢* T mlg-1)B+m(g—1)—q¢"t mg-1DB+m(g—1) —q"
po | m@—1)(m(g®>—1)+1) m(g —1)(m(g—1)+1) m(g —1)(m(g—1)+1)

Abbildung 4.1: Die Parameter der geméifl Satz zu Ovoiden gehorenden Graphen.

und
A=p+e +e’

zeigt mit

die Gleichung

ntl

A =m(3—1)(m(5—1)+3) — 375

]

Fiir die drei verschiedenen Polarriume liefert der Satz die Werte in Tabelle .11
Genau das selbe Argument lésst sich auch fiir die x-Tight Sets der Polarrdume
H(2r—1,¢%),Q"(2r—1,q), W(2r—1, q) durchfiihren, da hier ein Punkt Q € P\7
die Quadrik in einem x6” ,-Ovoiden trifft, also |Q+ N 7| = 267 , gilt.

Satz 4.2.3. Sei P einer der Polarriume H(2r—1,¢%), QT (2r—1,q) oder W (2r —
1,q9)} und T ein x-Tight Set, dass den ganzen projektiven Raum aufspannt. Dann
ist T eine projektive Menge und definiert einen stark reguldren Graphen mit

den folgenden Parametern mit 3 € {q,q*} als Grife des zu Grunde liegenden
Korpers:

N:ﬂ"Jrl

k= (5 — 1)
A=zx(x—3)+ "
u=x(x—1)
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4.2. Existenzaussagen fiir m-Ovoide

P | H2r—1,4* Q' (2r—1q) W(2r—14q)
N q4r q27‘ q27‘

k| @(e® —1) x(q" — 1) x(q"— 1)

A | 2(xz=3)+¢> 2(x—-3)+q" x(x—3)+q"
p | z(z—1) z(z —1) z(z —1)

Abbildung 4.2: Die Parameter der geméf Satz zu Tight Sets gehorenden Graphen.

Beweis. Der Beweis funktioniert analog zu m Es handelt sich um eine [m@f_l,
n+ 1,207 ,, 37 + 20°_,)-Projektive Menge. Bekannt ist

N — ﬁn—l—l
k=20 (6-1) =z(6" - 1).

Mit Hilfe von h; und hsy ldsst wjwy berechnen:

wiwy = x(Qf_l - 95—2)[3’3(95—1 - 95—2) -]
e ,I'(LC — 1)/327172.

Dies liefert
p= (o — )F2FF = oz — 1),
Als Eigenwerte ergeben sich
e +et =204+ 7.
Mit A = p+e + et folgt

A=z(z—1)—2z+ (" =z(x—-3)+ 7.

Der Satz liefert die Tabelle 4.2

Alle Parameter eines stark reguldren Graphen miissen nicht-negativ sein. Fiir
m-Ovoide und A liefert Satz einige Nichtexistenzaussagen. Hierfiir ist zu
zeigen, um den Satz anwenden zu konnen, dass jeder Ovoid dieser Polarraum den

gesamten projektiven Raum aufspannt.
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4.2. Existenzaussagen fiir m-Ovoide

Korollar 4.2.4. Sei P einer der Polarriume H(2r,q*), Q= (2r+1, q) oder W (2r—
1,q) und O ein m-Ovoid von P. Dann gilt

m > (—3+ 9+4\/N) /(28 —2).

Beweis. Angenommen O liegt in einer Hyperebene. Ist diese Hyperebene aus-
geartet, trifft sie O in md,_; — 9,1 +1 < |O] oder m),_; < |O| Punkten.
Widerspruch. Ist diese Hyperebene nicht-ausgeartet und trifft O in ma Punkten
mit z = "= + 1 und maz = |0 = md,. Wegen "= + 1 # 0, ist dies ein
Widerspruch. Also liegt O in keiner Hyperebene.

Satz [4.2.2 liefert

0<A=m(B-1)B+m(B—-1))—VN=(8-1)>m*>+3(8—-1)m—VN.

Es folgt fiir m > 0

3 9 4N
= 352 +\/4<ﬁ— DT
> (=34+1/9+4VN)/(26 - 2).

m

]

Fiir Q= (2r + 1,¢) mit r > 1 als auch fiir W (2r — 1,¢) mit r > 2 gilt N2 > 33,
Es folgt

V9 +46VN >33,/6-2+ gﬁ > 30.
Damit folgt

m > (38 —3)/(26 — 2) = 3/2.

Also m > 1. Fiir H(2r, ¢2) mit r > 1 folgt N1 > 3%*. Fiir 8 = 4 sieht man leicht
m > 1. Ist § > 9, folgt

VI +4B8VN > 33,/62 + 351/2 > 30.
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4.3. Kleine Tight Sets in Q1 (5,q)

Damit wieder m > 1. Damit ist die Nichtexistenz von Ovoiden fiir diese Po-

larrdume bewiesen. Thas zeigte dies schon mit einer anderen Methode in [2§].
Korollar 4.2.5. Seir > 1.

1. H(2r,q*) und Q= (2r +1,q) besitzen keinen Ovoid.

2. W(2r —1,q) besitzt firr > 2 keinen Ovoid.
Korollar 4.2.6. Die folgenden Polarrdume besitzen keine 2-Ovoide:

1. W(2r —1,q) firr > 2 oder q ungerade.

2. Q= (2r+1,q) firr>2.

3. H(2r,q*) firr > 2.

4. Q2r,q) firr > 4.
5. Q(8,q) fir q > 3 prim.

Beweis. Sei O ein 2-Ovoid eines Polarraums P. Auf jeder Geraden von P liegen
maximal zwei Punkte von O. Insbesondere liegt auf den Geraden durch P ma-
ximal ein weiterer Punkt. Damit ldsst sich die Menge der Punkte von O \ {P},
die kollinear mit P ist, auf einen Ovoiden von P’ :== P+ /P projizieren. Der Po-
larraum P’ hat den selben Typ wie P und einen um eins kleineren Rang. Dies
liefert das Ergebnis fiir die einzelnen Polarrdume, da in der Quotientengeometrie
jeweils kein Ovoid existiert (siehe [23], Kapitel 3, Satz 2.2, fir [I| im Fall » = 2
und ¢ ungerade und [1] fiir [f] ). O

Das Argument lésst sich auf jeden Polarraum verallgemeinern, sofern man zei-
gen kann, dass eine Quotientengeometrie des Polarraums keinen Ovoid besitzt.

Fiir Tight Sets liefert die vorgestellte Methode keine Nichtexistenzaussagen.

4.3 Kleine Tight Sets in Q" (5,q)

Metsch zeigt in [24], dass a-Tight Sets fir x < ¢ im Q*(5,¢) immer eine Ver-
einigung disjunkter Ebenen sind, d.h. z < 2, da es nur zwei disjunkte Ebenen
gibt. Von Metsch und Beukemann wird dieses Resultat in [5] auf @ (2r — 1,¢)

in einer etwas schwécheren Form verallgemeinert. Fiir gewichtete Intriguing Sets
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4.3. Kleine Tight Sets in Q*(5,q)

ist die dquivalente Aussage trivial, da die Erzeuger von Q*(2r — 1,¢) den gan-
zen Eigenraum zum Eigenwert e™ aufspannen. Interessant bleibt die Frage, wenn
man nur Punkte mit nicht-negativen Gewicht zulédsst. Entsprechend haben alle
gewichteten Punktmengen im Folgenden nur nicht-negatives Gewicht.

Bezeichne das Gewicht eines Punktes P mit wp. Sei im Folgenden wy,;, das

kleinste Gewicht eines Punktes einer gewichteten Punktmenge 7 ungleich 0, also
Wiin = min{wp | P € T, wp > 0}.

In diesem Abschnitt stellt sich das syntaktische Problem, dass im Kontext
von u.a. blockierenden Mengen das Gewicht der einzelnen Punkte keine Rolle
spielt, im Kontext von Tight Sets das Gewicht der Punkte hingegen immer eine
Rolle spielt. Um Verwirrung zu vermeiden, wird im Folgenden im gewichteten
Fall immer die Gewichtsfunktion wp zusammen mit den Wértern ,,Summe® oder
,Differenz“, im ungewichteten Fall die Menge 7 zusammen mit den Wortern
, Vereinigung®“ oder ,,Schnitt* genutzt. Betrachtet man nur ungewichtete Tight

Sets, fallen selbstverstandlich beide Konzepte zusammen.

Lemma 4.3.1. Fir eine Gerade { aus PG(5,q) und ein gewichtetes x-Tight Set
gilt

sz:q<sz)+x.

Ret+ Ret

Beweis. Z#hle Paare (P, Q) mit P € ¢, Q € T und P, kollinear. Es sei wy das
Gewicht eines Punktes X . Jeder Punkt P € ¢N7 ist mit wpq®+x(q+1) Punkten
aus 7 kollinear, jeder Punkt P € ¢\ 7 ist mit x(q + 1) Punkten aus 7 kollinear.
Andererseits ist Q € (*+ mit ¢+ 1 Punkten aus £ kollinear und @Q ¢ ¢+ mit genau

einem Punkt von /¢ kollinear. Es folgt
10|(¢+ 1)z + (ZwR> ¢ = Z wg + (Z wR> q.
Ret ReT Ret+
Mit Y perwr = 2(¢> + ¢+ 1) und || = g+ 1 folgt die Behauptung. O

Wie im ungewichteten Fall benutzt man das folgende Resultat aus [17] und
[18]:
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Lemma 4.3.2. Sei PG(4,q) eine Quadrik, die aus einer Spitze P iiber Q= (3, q)
besteht. Betrachte eine Punktmenge B mit |B| < 2q der Quadrik. Wenn B ein

blockierende Menge bzgl. Solids in PG(4,q) ist, dann tritt einer der folgenden
beiden Fille auf:

(a) Eine Gerade der Quadrik ist in B enthalten.

(b) Es gilt |B| > 2q+ 1, P € B, und es eistiert eine eindeutige Gerade { der
Quadrik, die B in mindestens 2 + 1(3q — |B|) Punkten trifft. Diese Gerade
hat mazimal |B| — 1 — q¢ Punkte in B.

Das Lemma gilt insbesondere fiir den Spezialfall, dass B C PG(2, q) fiir eine
Quadrik Q(2, q) gilt.

Um Lemma [4.3.2] anwenden zu konnen, muss man zeigen, dass xz-Tight Sets
entsprechende blockierende Mengen induzieren. Betrachte hierzu im Folgenden
ein z-Tight Set der Quadrik (4, ¢), so dass zu jeder Quadrik Q" (3, ¢) ein ¢ € Z
existiert, so dass Q1 (3, ¢q) das Tight Set 7 in ¢q + x Punkten trifft.

Lemma 4.3.3. Jede Ebene von m von Pt trifft T gewichtet in mindestens wp

Punkten. Insbesondere ist T eine blockierende Menge bzgl. Ebenen.

Beweis. Fiir jeden Punkt P gilt ZQePi wq = wpq+x > x, also trifft jeder Solid
7 in mindestens x Punkten.

Im Schnitt P+ N7 liegen gewichtet mindestens quwmi, + = Punkte. Betrachte
eine Ebene 7 in P+. Durch 7 gehen ¢ Solids S mit S # P*. Also folgt

x(q+1):ZwQ

QeT
= 2 we|+| 2 D wo
Qeprs s supa QES\T

> gups o 3 (2= o)
SDOm Qem
S Solid

=quwp+x+4q (x—ZwQ> .

Qem
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4.3. Kleine Tight Sets in Q*(5,q)

Dies vereinfacht sich zu

ZwQ > wp.

Qem
Also trifft 7 die Menge P+ N7 gewichtet in mindestens wp Punkten. O

Lemma 4.3.4. Sei Q(4,q) C PG(4,q) und T ein x-Tight Set von Q(4,q), so
dass zu jeder Quadrik Q*(3,q) ein ¢ € Z existiert, so dass Q% (3,q) das Tight Set
T in cq + x Punkten trifft. Gilt eine der Bedingungen

1. z < %q+1 oder
2. x < q und fiir jedes zu einer Quadrik Q'3,q) gehorende c gilt: c € {0,1,2},

so ist T die Summe von x Geraden. Finen Punkt P treffen hierbei genau wp

solche Geraden.

Beweis. Es reicht jeweils zu zeigen, dass eine Gerade /¢ fiir x > 1 in 7 liegt. Dann
ist auch 7\ £ ein z — 1-Tight Set, dass die Bedingungen erfiillt. Per Induktion
folgt die Behauptung.

Sei nun P € 7 mit wp = Wy, Zu zeigen ist, dass
1. T N P+ eine blockierende Menge bzgl. Ebenen von P ist und
2. fiir die ungewichtete Anzahl der Punkte von |7 N P+| < 2¢ gilt,

um Lemma anwenden zu konnen.

Die 2. Bedingung ist klar, da nach Voraussetzung maximal ¢ + ﬁ Punkte in
P+ liegen. Die 1. Bedingung folgt aus [4.3.3|

Ist x < %q +1, so folgt | 7N P < %q + 1 und damit liegt P auf einer Geraden.

Es bleibt der Fall mit ¢ € {0, 1,2} zu zeigen. Der Punkt P liegt hier nach
auf einer Geraden ¢ mit mindestens 2 + q¢ — %x und maximal z — 1 Punkten.
Betrachtet man einen Punkt @ € 7 \ ¢ mit wg = minger\¢ wg, so liegt @ auf
einer Geraden ¢ mit mindestens 1+ ¢ — 2z Punkten, falls [Q+ N ¢| = 1 gilt (¢
konnte ¢ treffen), und 2 + ¢ — %x Punkten sonst. Wieder hat ¢ maximal z — 1
Punkte.

Die Geraden ¢ und ¢ liegen in einem Solid S, der Q(4,q) in einem Q7 (3,q)
trifft. Aus |7 N4, TN <z —1<qg—1 folgt, dass £ bzw. ¢’ jeweils mindestens
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4.3. Kleine Tight Sets in Q1 (5,q)

zwei Punkte P, P’ bzw. @), Q)" nicht aus 7 enthalten. Sind ¢ und ¢ disjunkt, so
ist PQ oder PQ’ eine Sekante s der Quadrik, da diese keine Dreiecke (bzw. eine
Ebene der Quadrik maximal zwei Geraden) enthélt. Treffen sich ¢ und ¢ in einem
Punkt R mit 0.B.d.A. R # P,Q, so ist aus dem selben Grund P(Q eine Sekante
s der Quadrik.

Es gilt |SNT| = cq + z fir ein ¢ € {0,1,2}. Ist 7 eine Ebene von S, dann

enthalten die anderen Solids durch 7 wegen

x(q+1):ZwR:cq~l—x+ Z ZwR

ReT Hom  ReH\w
S#H Solid

im Durchschnitt gewichtet (Y-, wg) 4+ 2 — ¢ Punkte in 7. D.h. Y, wr > c.

Es gibt, falls sich ¢ und ¢ treffen bzw. nicht treffen, in Q7 (3,¢q) entweder g
bzw. ¢ — 1 Ebenen durch s, die £ und ¢ nicht enthalten und mindestens ¢ Punkte
enthalten. Es folgt

Z wRSZwR_chw

Reeur ReS

bzw.

Z wR§ZwR—(q—1)c§x+c§x+2.
Reeur ReS

Der ungewichtete Schnitt S N 7 enthélt aber mindestens die 2 + 2¢ — x bzw.
3 + 2¢g — x Punkte von ¢ und ¢'. Widerspruch zu z < q. O
Satz 4.3.5. Sei T ein nicht-negativ gewichtetes x-Tight Set des Q*(5,q).

1. Giltx < q und T ist ein ungewichtetes x-Tight Set, so ist T die Vereinigung

von disjunkten Ebenen. Insbesondere gilt x < 2.

2. Gilt x < %q + 1, so ist T die Summe von Ebenen.

Beweis. Fiir den ungewichteten Fall gilt fiir eine Sekante s der Kleinquadrik
c = |sNT| € {0,1,2}, damit ist |s* N 7| = cqg + = nach Damit gilt
Q1 (3,9)NT| € {x,q+ x,2q + x} fiir alle hyperbolischen Quadriken Q" (3, q).
Fiir jede Quadrik Q(4,q) € Q%(5,q) gilt nach 4.3.4 dass Q(4,¢q) N 7T die
gewichtete Vereinigung von x Geraden ist. Wegen z < ¢ enthilt Q(4,q) keine

weiteren Geraden.

Kapitel 4. Existenzresultate 83



4.3. Kleine Tight Sets in Q*(5,q)

Betrachte einen Punkt P mit minimalem Gewicht. Jede Quadrik (4, ¢) durch
P schneidet 7 so in einer Summe von Geraden, dass P durch genau wp solcher
Geraden getroffen wird. Da wp minimal ist, hat aber jeder dieser Geraden nur
Punkte mit Gewicht mindestens wp. Der Punkt P wird also in Q(4,¢q) von der
wp-fachen Summe einer einzigen Geraden ¢ getroffen.

Zwei solcher Geraden ¢ und ¢ zu zwei verschiedenen parabolischen Quadriken
Q(4, q) miissen koplanar sein: ansonsten liegen ¢ und ¢’ gemeinsam in einer Qua-
drik Q(4, q). Widerspruch zu Also liegen alle solche Geraden durch einen
Punkt P in einer Ebene E. Entsprechend haben alle Punkte dieser Ebene min-
destens Gewicht wp. Nun kann man E mit Gewicht wp entfernen und es folgt
per Induktion, dass 7 die Summe von Ebenen ist.

Im ungewichteten Fall miissen die Ebenen disjunkt sein. In Q% (5,¢) gibt es

keine drei paarweise disjunkten Ebenen. Es folgt < 2. O]

Aus Abschnitt ist bekannt, dass es ein gewichtetes ¢ + /g-Tight Set gibt,

dass keine Summe von Ebenen ist. Somit bleibt die Frage, ob es fiir

4
S (gq+1,q+\/§>
ein x-Tight Set gibt, dass nicht die Summe von Erzeugern ist. Im kleinsten weite-

ren ungewichtet Fall haben alle bekannten allgemeinen Beispiele ein z mit x ~ aq?

fiir ein o > 0 und grofle q.
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A Auflistung neuer Inhalte

Dieser Abschnitt listet Teile der Arbeit auf, die inhaltlich (und nicht von der
Form her) neu sind. Die Liste soll iibersichtlich zeigen, welche Teile der Arbeit in
ihrer Allgemeinheit inhaltlich neu sind und hier nicht nur in einer anderen (meist
ausfiihrlicheren) Darstellung vorliegen. Der Zweck des Abschnittes ist, den Gut-
achtern der Arbeit zentral einen Uberblick iiber hervorzuhebende eigenstindige

Anteile in der Arbeit zu geben.

Kapitel 1 Hier werden nur bekannte Tatsachen vorgestellt. Die Motivation von
Intriguing Sets durch Cliquen und Cocliquen stammt von Eisfeld, wurde hier aber

ausfiihrlicher aufgeschrieben.

85



Kapitel 2

86

Teil
Satz(2.1.1

Abschnitt 2.2

Korollar 2.2.6

Lemma [2.2.7]
Abschnitt 2.3

Eigenanteil

Der Satz verallgemeinert Theorem 2.1 aus [13] von
Bild(f) € {0, 1} nach Bild(f) C R. Eisfelds Spezi-
alfall findet sich in 2.1.2] Die Beweisidee ist iden-
tisch zu Eisfeld.

Diese allgemeine Definition von Intriguing Sets ge-
wichtet auf stark reguldren Graphen ist neu. Bei
Eisfeld findet sich nur der ungewichtete Fall. Bei
Bamberg ist die gewichtete Definition auf ver-
allgemeinerte Vierecke, die ungewichtete auf Po-
larrdume beschréankt. Entsprechend sind auch die
resultierenden Aussagen wie [2.2.5] das sich spezi-
eller nur bei Bamberg findet, allgemeiner.

Das Beispiel ist eine Verallgemeinerung eines Bei-
spiels fiir einen gewichteten 1-Ovoid fiir verallge-
meinerte Vierecke.

Die Aussage ist neu.

Alles, was fiir stark regulére Graphen neu war, ist

auch fiir den Spezialfall der Polarrdume neu, d.h.

vor allem und der Beweis zu .

Anhang A. Auflistung neuer Inhalte



Kapitel 3
Teil

Lemmal3.1.1

Lemma [3.1.2/ 1.

Definition

3.1.6

Korollar |3.

1.7

Abschnitt

3.2

Lemma [3.2.5

Lemma|3.2.6

Abschnitt

Abschnitt

3.3

Eigenanteil

Ungewichtet Bamberg, gewichtet neu (aber genau-
so langweilig).

Diese Form ist neu. Auf Tight Sets beschrankt
findet sich diese Aussage bei Eisfeld iiber partiel-
le Geometrien. Auf verallgemeinerte Vierecke be-
schréinkt findet sich die Aussage bei Bamberg. Das
folgende Korollar verallgemeinert Bamberg.

Neu, verallgemeinert Irreduzibilitit basierend auf
Bambergs Begriff.

Gewichtet ist die Aussage neu, ungewichtet be-
kannt.

Alle Aussagen des Abschnitts sind bekannt, Bam-
berg ist aber bei seiner Auflistung in [3] gerade
bzgl. [3.2.2] und [3.2.3] sowohl unvollstindig als auch
knapp.

Kelly ist bei der Auflistung seiner Bedingungen an
s unvollstandig.

Nicht neu, aber der Beweis wurde geometrischer
aufgeschrieben.

Die Beweise sind im Allgemeinen wie bei Bam-
berg, nur ausfiithrlicher. Eine Ausnahme ist [3.3.5]
das Bamberg unversténdlich knapp und anders be-
weist (s. dortige Fufinote).

Die Quellen fiir die moglichen Kérperreduktionen
sind ein Buch ([I6]) mit 200 Seiten ohne eine ge-
nauere Angabe und [I4]. Die Resultate von [I4]
werden bei Kelly im Gegensatz zu dieser Arbeit
nicht korrekt wiedergegeben, weswegen im Fall ¢
gerade hermitesche Polarrdume keine Intriguing
Sets von hyperbolischen und elliptischen Quadri-
ken induzieren. Einer beider Beweise zu Q(0, ¢°)

wurde aus [14] iibernommen.

Anhang A. Auflistung neuer Inhalte
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Teil Eigenanteil

Abschnitt [3.5] | Dem Autor fiel auf, dass man die genannten Sétze
als Spezialfille der bekannten Korperreduktionen
erhélt. Der Autor unterliefl dazu weitere Quellen-
studien, ist aber mit dieser Entdeckung sicher nicht
der erste.

Abschnitt |3.6( | Komplett neu mit Linda Beukemann. Linda Beu-
kemann stellte fest, dass sich Erzeuger, die G in ei-
nem Unterraum mit Dimension grofler dim(G)/2,
all ihre Schnittpunkt in G gemeinsam haben
und konstruierte das ungewichtete Hyperbenenbei-
spiel. Vom Autor stammen das Faserungsbeispiel
und die durch motivierten gewichteten Beispie-

le.
Kapitel 4
Teil Eigenanteil
Abschnitte und Keine neue Mathematik.
Abschnitt Samtliche Aussagen sind, sofern sie gewichtet oder

nicht-negativ gewichtet sind, neu.
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